Roman Duda

Uniwersytet Wroctawski

FENOMEN MATEMATYKI GRECKIEJ
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Summary: The phenomenon of Greek civilization is astonishing, and new sourc-
es to it as well as new attempts at reading it are constantly appearing. Mathematics
was an important component of Greek civilization and this article is an attempt
to rethink it. Unlike modern monographs on the history of mathematics, which
focus on mathematical achievements and, consequently, tend to emphasize the
continuity in the development of mathematics — this article highlights the funda-
mental difference of Greek mathematics compared to the achievements of earlier
civilizations. It is visible not only in the Greeks giving it the distinguishing name
of a mathematics (before the Greeks it was an unnamed part of knowledge, treat-
ed as a sophisticated pastime or a practical skill), but above all in its new source,
which was Greek philosophy. The philosophical origin of Greek mathematics and
its strong influence on the part of various Greek philosophical schools have made
general notions, theorems and proving to the fore, as well as the defining associ-
ated with them — previously completely unknown — which made it a science in
the modern sense of the term and remains a constant source of inspiration. The
article distinguishes and analyzes some of the characteristics of Greek mathemat-
ics, with particular emphasis on the aporia (difficulties) it encountered and the
role they played in its development.
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Historia matematyki pozbawiona kierownictwa filozofii stata si¢
slepa, za$ filozofia matematyki odwracajgca si¢ od najbardziej
intrygujacych zjawisk historii matematyki, stata si¢ pusta'.

Wstep

Jak pisal Bertrand Russell (1872-1970), ,,w catej historii nie ma nic bardziej za-
skakujacegoitrudniejszego do objasnienia niz nagle powstanie cywilizacji greckiej™.
Cywilizacja ta nie przestaje zadziwia¢, ponawiane sg proby jej zrozumienia, ciggle
tez odkrywane sg nowe zrodta, a takze wysuwane nowe hipotezy*. Niewatpliwie
jednym ze zrodel fascynacji jest Swiadomos¢ przemoznego wpltywu tej cywilizacji
na pozniejsze dzieje mysli, w szczegdlnosci na filozofi¢ i na matematyke.

Matematyka byla waznym elementem cywilizacji greckiej’. Cywilizacje
weczesniejsze, przede wszystkim babilonska® i egipska’, odstonity nam juz troche
swojej wiedzy ,,matematycznej”. Zadziwiajg nas swoimi osiggnieciami®, ale na-
stawienie ich wiedzy byto praktyczniejsze, skupione na rozwigzywaniu pewnych
typowych, wynikajacych z codziennych potrzeb zadan. Poczucie za$ prawidlo-
wosci uzyskiwanych rozwigzan i ptynaca stad pewnos¢ postepowania dawata im
$wiadomo$¢ zgodnosci z empirig. Nie bylo w nich refleks;ji nad prawdziwo$cia
czy doktadnoscig — takie pojgcia nie istnialy. Mozna t¢ wiedze przyrownac do
ksigzki kucharskiej. Podobnie bowiem, jak taka ksigzka, takze matematyka byta
zbiorem konkretnych przepisow, a biegtos¢ osiggano przez ¢wiczenia.

' 1. Lakatos, Dowody i refutacje. Logika odkrycia naukowego, Warszawa 2005, s. 190.

2 B. Russell, Dzieje filozofii Zachodu i jej zwiqzki z rzeczywistoscig polityczno-spoteczng od
czasow najdawniejszych do dnia dzisiejszego, Warszawa 2000, s. 23.

3 Por. R. Netz, W. Noel, Kodeks Archimedesa. Tajemnice najstynniejszego palimpsestu $wiata,
Warszawa 2007.

4 Por. L. Russo, Zapomniana rewolucja. Grecka mysl naukowa a nauka nowoczesna, Krakow
2005. Ksigzka ta przynosi nowe odczytanie nauki greckiej z teza, ze nowozytna mysl naukowa
pojawita si¢ juz w okresie hellenistycznym, ale schylek tej kultury i pézniejsza dominacja Rzymu
sprawily, ze zostata zapomniana.

5 Autor wyraza podzigkowanie recenzentowi, ktorego uwagi dotyczace starozytnej Grecji po-
zwolity poprawi¢ i ulepszy¢ tekst pierwotny.

¢ Wybitna rol¢ odegrali tu na poczatku Sumerowie, ale potem te ziemie najezdzaty inne ludy np.
Akkadowie 1 Asyryjczycy; ten wielki tygiel obejmujemy taczng nazwa cywilizacji babilonskie;j.

7 Sa to najstarsze cywilizacje z tych, ktore znaty pismo i ktorych pismo zostato odczytane.
Pismo cywilizacji jeszcze starszych, np. Mohenjo-Daro z terenu dzisiejszych Indii, nie zostato do-
tychczas odczytane.

8 O matematyce przed Grekami traktujg liczne opracowania, w tym: O. Neugebauer, The Exact
Sciences in Antiquity, Providence-Rhode Island 1957; H. Gericke, Mathematik in Antike und Orient,
Berlin 1984; R.J. Gillings, Mathematics in the Time of Pharaohs, Cambridge Massachusetts 1972;
G.G. Joseph, The Crest of the Peacock: Non-European Roots of Mathematics, Princeton 2011;
H. WuBling, 6000 Jahre Mathematik. Eine kulturgeschichtliche Zeitreise, Berlin 2008. Tamze obszer-
na dalsza literatura.
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W XVIII w. p.n.e., z ktorego pochodza najstarsze znane nam przekazy ma-
tematyki Babilonii i Egiptu’, byta to juz wiedza stara, ktorej poczatki gingty
w niepamigci. Wiedze t¢ szanowano i przekazywano z pokolenia na pokolenie,
jednakze burzliwe wydarzenia historyczne, wprowadzajace zamet i przerywajace
cigglos¢ sprawiaty, ze przez dtugie okresy niewiele do niej dodawano, a niektore
jej fragmenty i umiejetnosci nawet gubiono. Kazda wiedza w niesprzyjajacych
okolicznosciach moze zanika¢, co si¢ niejednokrotnie zdarzato i zdarza.

Grecy, ktorzy weszli na aren¢ historyczng okoto 1600 p.n.e., poznawali osiag-
nigcia cywilizacji babilonskiej 1 egipskiej. Nabrawszy uznania przejmowali ich
intelektualne dziedzictwo. Najbardziej nas interesujaca czes¢ wyr6znili nazwa
matematyka, nadajac jej w ten sposob autonomig (ktorej wczesniej nie miata)
1 podnoszac jej znaczenie. Co wazniejsze, do przejetej spuscizny podeszli w ory-
ginalny sposob i w ciggu paru wiekow gruntownie jg przerobili, nadajac jej nowy
ksztalt i inny charakter.

Pozniejsze wieki matematyke grecka kontemplowaly troche ja rozwijajac
(Arabowie), ale 1 popadajac w diugie okresy stagnacji. Dopiero nowozytna Eu-
ropa w pelni ja przyswoita, a nastepnie intensywnie rozwijata — stala si¢ ona bo-
wiem istotnym sktadnikiem nowozytnej nauki. W rezultacie matematyka wspot-
czesna ma wigcej wspolnego z matematyka grecka, niz matematyka grecka miata
z matematyka babilonska czy egipska (pomimo ze okres dzielacy matematyke
grecka od babilonskiej i egipskiej byl znacznie krotszy, niz okres dzielacy jg od
pojawienia si¢ matematyki wspolczesnej).

Epokowy charakter przetomu dokonanego przez Grekow w zakresie matema-
tyki jest powszechnie uznawany. Jednakze pytanie, jak i dlaczego przelom ten za-
szedl, rzadko jest podejmowane i dotychczas nie znaleziono zadowalajacej odpo-
wiedzi. Dlaczego Grekom przestaly wystarcza¢ dawniejsze ,,przepisy” i zaczg¢li
stosowac inne podejscia? Dlaczego odrzucili nieuporzadkowany zbiodr i zaczeli
bardziej ufaé¢ teoretycznym wywodom, stopniowo odrzucajgc uzasadnienia em-
piryczne i autorytet przesztosci, a w koncu wymyslili nowy tad (aksjomatyczno-
dedukcyjny) i systematycznie go rozwijali? Dlaczego, mimo napotykanych na tej
drodze trudno$ci, uparcie przy nim trwali?

Niniejszy artykul zaczniemy od przegladu pogladow wspotczesnych histo-
rykéw matematyki na matematyke grecka (sekcja 2) pokazujac, ze skupiajg si¢
oni na osiagni¢ciach $cisle matematycznych, co moze sugerowac cigglos¢. Na-
szym zdaniem o cigglo$ci mozna mowic jedynie w odniesieniu do przedmiotu
tej wiedzy (liczby i figury), natomiast co do tresci zaszta fundamentalna zmiana.

? Jednym z najwazniejszych dokumentow historycznych jest tzw. papirus Rhinda, bedacy rolka
550 x 33 cm, ktérej jedna strona zawiera 87 zadan z rozwigzaniami, a druga tablice matematycz-
ne. Por. A.B. Chase, The Rhind Mathematical Papyrus, Oberlin-Ohio 1927. Podobny charakter
zbiordéw zadan i tablic matematycznych maja zachowane pisma egipskie oraz babilonskie tabliczki
klinowe.
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Te rdznice postaramy si¢ wydoby¢ i uwydatni¢, a jednocze$nie rzuci¢ pewne
$wiatlo na okolicznosci i1 przyczyny. Dla uwydatnienia tej zmiany przedstawimy
krotka charakterystyke osiagnie¢ wezesniejszych kultur, w tym Babilonii i Egip-
tu, w interesujacym nas zakresie (sekcja 3), oraz stosunku do nich i ich przejecia
przez Grekow (sekcja 4). Przedstawimy dwie wielkie idee, ktore legly u podstaw
cywilizacji greckiej i otworzyty przed Grekami nowy $wiat (sekcje 5 1 6). Rozpo-
czeli oni energiczna eksploracje tego nowego swiata, ktorego istotna czescia stata
si¢ matematyka (sekcja 7). Napotykali trudne problemy nieznanego wczesniej
rodzaju i tworzyli nowe metody (sekcja 8). Szczegodlnie nas interesujacg czes¢
tego Swiata pitagorejczycy wyroznili wlasnie jako matematyke (sekcja 9), co po-
zwolito na zarysowanie jej nowej wielkiej roli (sekcja 10). Ale juz na poczat-
ku tej drogi pojawily si¢ aporie (pierwsi byli eleaci), czyli powazne trudnosci
(sekcja 11). Dwie okazaty sie szczegolnie brzemienne w skutkach: pochodzaca
od pitagorejczykow aporia niewymiernosci (sekcja 12) i eleackiego pochodzenia
aporia nieskonczonosci (sekcja 13). Nie zahamowaty one rozwoju matematy-
ki, ale silnie na nig wptynely, chociaz ich ostateczne przezwyci¢zenie dokonato
si¢ ostatecznie dopiero niemal wspotcze$nie, w wiekach XIX i XX. Matematyke
grecka ksztattowaty takze inne bodzce ptynace ze strony réznych szkoét filozo-
ficznych, np. eleacka dialektyka przyczynita si¢ do powstania i rozwoju systemu
aksjomatyczno-dedukcyjnego (sekcja 14), a atomisci wplyneli na rozwoj metod
konstrukcyjnych (sekcja 15). Naturalna dla Grekow bliskos¢ matematyki i filo-
zofii pozwolita im dostrzec problem charakteru istnienia obiektoéw matematycz-
nych, a jego realistyczne rozwigzanie na gruncie filozofii podniosto niebywale
kulturowe znaczenie matematyki (sekcja 16). Wielkie osiggniecia matematykow
greckich wiekow VII-IV p.n.e. doprowadzity do wspaniatej syntezy (sekcja 17),
ktora utrwalita wysoki status matematyki greckiej i stata si¢ obowigzujacym od-
tad wzorcem kazdej wiedzy $cistej. Caty ten artykut jest argumentacjg za teza, ze
matematyka grecka wyszta z filozofii i dlugo pozostawata pod jej przemoznym
wplywem, ze filozofia nadata jej ksztalt i do dzisiaj odczuwalny impet. Bliski
zwigzek matematyki z filozofig miat jednak takze ujemne strony, w tym niechet-
ny stosunek do praktyki, a w procesie poznawania $wiata rodzit takie przeszkody
jak dogmat kotowy (sekcja 18). Artykul konczy rzut oka na dalsze dzieje mate-
matyki greckiej (sekcja 19).

2. Przeglad pogladow na matematyke grecka

Wyrazng cezur¢ w rozwoju matematyki greckiej stanowi dzieto Elementy Eu-
klidesa (ok. 300 p.n.e.), w ktorym podsumowano jej wczesniejszy okres. Jed-
nocze$nie przyttaczajgca wspaniatos¢ tego dziela niemal catkowicie ten okres
zatarta i stad wielkim problemem zwigzanym z wczesng matematyka grecka jest
ubdstwo zrodel. Z okresu przed Euklidesem (VIII-IV w. p.n.e.) zachowato si¢
jedynie parg malo istotnych tekstow. Zaginety pisma Eudemosa, ucznia Arysto-
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telesa i pierwszego historyka matematyki. Niektore stare teksty zostaty wchio-
nigte przez Elementy Euklidesa, wigkszos$¢ zastata jednak zapomniana. Krotki
zarys tych wezesnych dziejow dat dopiero Proklos zyjacy w V w. n.e.'?, ale ma-
tematyka grecka byta juz wtedy uksztaltowana i §wiadoma swego znaczenia i ta
okoliczno$¢ utrudnia rozpatrywanie jej poczatkdw, skazujac nas na domniemania
i hipotezy. Z okresu po Euklidesie zrodet jest juz wiele. Po Proklosie jednak
matematyka grecka zapadla w okres schytkowy, ktory przetrwat dzieki Arabom
i z ktérego zaczeto ja wydobywac dopiero pozne europejskie sredniowiecze.

Taki stan rzeczy odbija si¢ na obrazie matematyki greckiej w XX-wiecznych
monografiach z historii matematyki. Cajori zrédet matematyki greckiej upatru-
je w greckim pragnieniu wiedzy oraz zywych zwigzkach handlowych Grecji
z Egiptem, po czym przechodzi do przedstawienia pojedynczych oséb i ich osiag-
nigc¢!!. Struik poczatki matematyki umiejscawia w kulturach Egiptu i Babilonii,
natomiast wktad Grekow miat, jego zdaniem, polegac na jofiskim racjonalizmie:
»,matematyka pomagata znalez¢ porzadek w chaosie, ulozy¢ idee w logiczne
tancuchy i znalez¢ podstawowe zasady”!?. Wedlug 3-tomowej monografii pod
redakcja Juszkiewicza, poczatkowo (wieki VIII-VII p.n.e.) matematyka grecka
byta taka jak na Wschodzie, natomiast w VI w. p.n.e. ,,przeksztalca si¢ z zadzi-
wiajaca szybkoscia w abstrakcyjng nauke dedukcyjna, w ktorej podstawowa me-
todg poszukiwania prawdy i badania zwigzkoéw logicznych miedzy twierdzenia-
mi jest dowdd logiczny™!®. Stawiajac pytanie ,,jak to si¢ stato?”” wskazuje ona na
powszechnos¢ debat w greckim zyciu publicznym, sztuk¢ prowadzenia sporow,
w tym publicznej obrony swoich tez, a takze czas wolny obywateli, ktorzy mogli
si¢ takim praktykom oddawac¢. Van der Waerden wskazuje na zwigzki taczace
Grecje ze Wschodem i przejmowanie przez Grekow ,,przepisow”'*. Uwaza, ze
impulsem, ktory sktonit Grekéw do szukania uzasadnien, stata si¢ okolicznos¢,
ze zawarte w nich informacje bywaty niezgodne, np. Babilonczycy obliczali po-
wierzchni¢ kota o promieniu » wedtug formuty 372, a Egipcjanie wedtug formuty
(8/9.2r)*. Z wczesniejszych matematykow greckich autor wyroznia jedynie Tale-
sa, po czym skupia si¢ na osiggni¢ciach pitagorejczykoéw i Euklidesa.

Kazdy z tych autorow dostrzega wiec odmiennos¢ i oryginalnos¢ matematyki
greckiej, ale zaden nie bada Zrédet i charakteru tej odmiennosci. Wigcej uwagi
(6 rozdziatdéw) poswigca matematyce greckiej dopiero Kline'®. Opisuje ja na tle

10 Przektad angielski: G.F. Proclus, Proclus: A Commentary on the First Book of Euclid’s Ele-
ments, thum. G.R. Morrow, Princeton New York 1992.

" F. Cajori, A History of Mathematics, New York 1961, s. 15.

12 D.J. Struik, Krétki zarys historii matematyki do korica XIX wieku, Warszawa 1960, s. 54-55.

3 1.G. Baszkamowa, Grecja starozytna: Kraje hellenistyczne i imperium rzymskie, [w:] Histo-
ria matematyki od czasow najdawniejszych do poczqtku XIX stulecia, t.1, red. A.P. Juszkiewicz,
thum. S. Dobrzycki, Warszawa 1975, s. 66.

14 B.L. van der Waerden, Erwachende Wissenschaft, t. 2, Basel-Stuttgart 1968.

15 M. Kline, Mathematical Thought from Ancient to Modern Times, New York 1972, s. 47.
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dziejow cywilizacji greckiej, poczynajac od szkoty jonskiej, a nastgpnie poprzez
pitagorejczykow 1 eleatow przechodzi do sofistow i Aten, Platona, Eudoksosa
i Arystotelesa, by w koncu najobszerniej omowic osiggnigcia Euklidesa i Archi-
medesa. Kline jest wigc bardziej wnikliwy od poprzednikow i uwidacznia istotne
zwigzki matematyki greckiej ze wspotczesnymi im szkotami filozoficznymi.

Katz podkre§la stymulujagce znaczenie greckich kontaktow handlowych,
a w szczegolnosci fakt, ze ,,Grecy zetkneli si¢ z odmiennymi odpowiedzia-
mi na fundamentalne pytania dotyczace $wiata, wigc zaczgli tworzy¢ wlasne
odpowiedzi”'®. Co wiccej, ,,zaczeli pyta¢ i odpowiadaé »dlaczego«”. Staje wiec
na stanowisku bliskim van der Waerdena, ale i on nie wnika w to glebiej i prze-
chodzi do oméwienia szkot i1 ich dorobku.

WuBing przypomina tto historyczno-polityczne i spory wptyw wczesniejszych
kultur. Uznaje, ze Grecy dokonali historycznego zwrotu ku nowoczesnej mate-
matyce, w czym pomogto im ,,mys$lenie dialektyczno-filozoficzne” obecne juz
u pierwszych matematykow, Talesa i jego nastepcow, oraz mnogo$¢ spekulacji
na temat §wiata'”. W ambitnym kompendium historii i filozofii matematyki, pod
redakcjg Grattana-Guinnessa, widnieje informacja o ubostwie zrodet do dziejow
matematyki greckiej, a jej opis zaczyna sie od Elementow Euklidesa'®.

Do tych kilku dziet mozna doda¢ dalsze, np. von Fritz wigze rozw6j matema-
tyki dedukcyjnej z rozwojem logiki Arystotelesa'®. Wszystkie one przedstawiaja
jednak obraz podobny: dostrzegaja jako$ciowg odmiennos¢ matematyki greckie;j,
ale wyjasnieniu zrédet i charakteru tej odmiennosci poswigcaja mato uwagi, na
og6t formutujac tylko okolicznosci majace sprzyjaé tej odmianie, a poza tym
skupiajac si¢ na technicznej stronie rozwoju matematyki, tj. przedstawiajac czo-
lowych tworcow i uzyskane przez nich wyniki. Ta ostatnia uwaga — skupienie na
technicznej stronie rozwoju — w jeszcze wigkszym stopniu odnosi si¢ do wezes-
nych dziet poswigconych wytacznie matematyce greckiej””. W ostatnich paru
dziesiatkach lat pojawity si¢ jednak inne dzieta — do niektorych z nich bgdziemy
si¢ nizej odwotywac?'. Nie ujmujagc znaczenia wskazywanym okoliczno$ciom

16 V.J. Katz, A History of Mathematics. An Introduction, Reading Massachusetts 1998, s. 47.

17 H. WuBing, 6000 Jahre Mathematik..., czgsé 1, str. 159-161.

18 Companion Encyclopedia of the History and Philosophy of the Mathematical Sciences,
t. 1-2, red. 1. Grattan-Guinness, London-New York 1994.

19 K. von Fritz, Die Archai in der griechischen Mathematik, ,,Archiv fiir Begriffsgeschichte”
1955, nr 1, s. 13-103. Takze K. von Fritz, Grundprobleme der Geschichte der antiken Wissenschaft,
Berlin-New York 1971.

20 Th.L. Heath, 4 History of Greek Mathematics, t. 1-2, Oxford 1913.

2 Por. D.H. Fowler, The Mathematics of Plato’s Academy. A New Reconstruction, Oxford 1999;
W.R. Knorr, The Evolution of the Euclidean Elements. A Study of the Incommensurable Magnitudes
and Its Significance for Early Greek Geometry, Dordrecht-Boston 1975; F. Lasserre, The Birth of
Mathematics in the Time of Plato, London-New York 1964; A. Szabo, Die Entfaltung der griechis-
chen Mathematik, Mannheim 1994.
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uwazamy jednak, ze sa one wtorne. Wigksza bowiem rolg odegrato greckie na-
stawienie do $wiata. Bedziemy si¢ starali wykazac¢, ze przemozny wptyw na po-
wstanie greckiej matematyki i jej pozniejsze dzieje wywarta grecka filozofia. Nie
sposob zrozumie¢ greckiej matematyki bez uwzglednienia tego wptywu.

3. Wiedza wczeSniejsza, w tym Babilonii i Egiptu

Jak mawial M. Eliade, czlowiek pierwotny byt jednocze$nie homo religio-
sus, faber et ludens. Mial $wiadomos$¢ ogromu otaczajacego go $wiata, pelnego
przerazajacych, niezrozumiatych sit. Ten §wiat probowal thumaczy¢ przez mity,
wsrod ktorych szczegodlng role odgrywaly mity poczatku, objasniajace $wiat
poprzez jego pochodzenie. Dopelnieniem mitéw byly ryty, uczace obcowania
z wypehiajacymi $wiat sitami. Przezycie utatwialy mu nabywane umiejetnosci,
a umilaly i roztadowywaly napig¢cia ludyczne zabawy. W takich okolicznos$ciach
rodzita si¢ pierwotna kultura i chociaz niewiele wiemy o kulturze ludéw prehi-
storycznych (podstawowych informacji dostarczajg §lady materialne i ich analiza
oraz dociekania archeologow, antropologow, etnografow, historykow religii, lin-
gwistow i innych), to juz wtedy — wiele tysiecy lat temu — musialy pojawi¢ si¢
pierwsze idee dotyczace liczb i figur®.

Na dawne pochodzenie poje¢ liczbowych i figuralnych wskazuje okolicznos¢,
ze kiedy na przetomie IV i III tysigclecia p.n.e. z mrokoéw prehistorii wytonity
si¢ najstarsze cywilizacje historyczne, wsrod nich Babilonia i Egipt — dyspono-
watly juz one z dawna przyswojonymi abstrakcyjnymi pojeciami liczb catkowi-
tych i niektorych utamkow. Potrafity wykonywac na nich proste rachunki, a takze
znaty niektore figury i potrafity dokonywac¢ pomiarow, by potem w oparciu o nie
oblicza¢ powierzchnie i objetosci niektorych z tych figur i bryt.

Badania ludéw pierwotnych i analizy lingwistyczne pokazuja, ze proces do-
chodzenia do abstrakcyjnego pojecia liczby byt dtugi i napotykat rozmaite prze-
szkody. Niektore ludy pierwotne jeszcze dzisiaj liczg ,,jeden-dwa-duzo”, inne
maja rozne liczebniki dla obiektow réznych gatunkow, np. inne dla ludzi, inne
dla chat, inne dla bydta itd. (Slady liczebnikow ,,gatunkowych” przetrwaty we
wspodtczesnym jezyku japonskim), jeszcze inne nadawaty liczbom szczegdlne
znaczenie, np. 1 —jednos¢, 2 — malzenstwo, 10 — wszechswiat itp. Byty to istotne
przeszkody utrudniajace rozwdj abstrakcyjnej arytmetyki (jaki ma sens dodawa-
nie todzi i bydta?) do stanu, w ktérym wszystkie liczby traktowane sg jednakowo
abstrakcyjnie. Rozwdj ten musiat wiec trwa¢ ditugo, ale u Babilonczykow i Egip-
cjan mozemy juz podziwia¢ w peli abstrakcyjne rozumienie liczb. Co wiecej,
ich cywilizacje miaty tez poczucie wielkiej mocy liczb, odkrywanej nie tylko
przez rachowanie, pozwalajace uzyskiwac ukryte w nich informacje, ale dzieki
mierzeniu mogacemu stuzy¢ tez do opisywania elementow $wiata. Te mozliwos$ci

2 Por. R. Duda, Roots of mathematics, ,JOrganon” 2017, nr 49, s. 5-27 — tamze dalsza literatura.



16 Roman Duda

budzity podziw zmieszany z lekiem*. Wiedzg¢ t¢ jednak bardzo szanowano. Nie
byta to jeszcze wiedza jako$ nazwana i wyodrebniona. Stanowila niewyrdzniong
cze$¢ ogolnej kultury, a piecz¢ nad nig mieli zapewne kaptani, ktorych status
pozwalat na luksus wolnego czasu i medytacji, a takze nadawat tej wiedzy status
niemal boski. Sledzac pozniejsze dzieje tej wiedzy po jej greckim wyodrebnieniu
1 autonomizacji, fatwo zapomina si¢ o jej prastarym pochodzeniu i dlugim uwi-
ktaniu w ogolna kulture.

Najstarsze zabytki pisane odnoszace si¢ do tej wiedzy siggaja XVIII w. p.n.e.
(babilonskie tabliczki klinowe, egipskie zwoje skorzane i papirusy)*. Wieki
XVII-XVI p.n.e. byty okresem jej rozwoju. Potem nastgpita wielowiekowa de-
kadencja, kiedy to mierzenie i rachunki byly wprawdzie praktykowane, ale ich
zasob si¢ nie powickszal, a nawet malat. Cechg charakterystyczng tekstow odno-
szacych si¢ do tej wiedzy z XVIII-XVI w. jest to, ze sa one wylacznie zbiorami
konkretnych zadan, czg¢sto z podanymi rozwigzaniami lub tablicami matematycz-
nymi utatwiajacymi rachunki, jak wspotczesna tabliczka mnozenia. Nie ma tam
rozwazan ogblnych, podawane za$ rozwigzania majg charakter instrukcji poste-
powania (,,dodaj”, ,,pomndz” itd.). Bieglo$¢ osiggano nie przez przyswojenie so-
bie ogolnej reguty (bo takich regul nie bylo), ale przez rozwigzywanie wielkiej
liczby zadan, co jest zreszta takze dzisiejsza praktyka szkolng®.

Konkretno§¢ zadan wskazuje, ze wiedza matematyczna Babilonczykow
i Egipcjan wynikata i odnosita si¢ do codziennego doswiadczenia, ktore stanowi-
to jednoczesnie jej sprawdzian i uzasadnienie. Zaszli jednak na tej drodze daleko.
Na tabliczkach babilonskich znajdujemy zadania prowadzace (uzywajac dzisiej-
szej terminologii) do rownan z jedng niewiadomg pierwszego i drugiego stop-
nia, uktadow dwoch réwnan o dwoch niewiadomych, a nawet niektorych rownan
trzeciego stopnia. Bieglo$¢ w rozwiazywaniu takich zadan — bez zapisu literowe-
go 1 bez symboliki algebraicznej, ktorych nie mieli — byta ogromna. Rachowanie
utatwiat Babilonczykom system szes¢dziesigtkowy, ktory stworzyli i rozwingli,
i ktory byl potem w uzyciu przez parg nastepnych tysigcleci, jeszcze bowiem
w sredniowiecznej Europie postugiwali si¢ nim astronomowie, a jego $lady prze-
trwaty do dzisiaj w miarach czasu i katow. Babilonczycy obserwowali tez nocne
niebo, znali roczny ruch stonca i ekliptyke, ktorg podzielili na 12 czg¢$ci, potrafili

2 Podobny lgk pojawiat si¢ rowniez pozniej, np. w X w. Wiedza matematyczna mnicha Gerber-
ta (pozniejszego papieza Sylwestra II) wydawata si¢ niektorym tak niesamowita, ze podejrzewali
go o kontakty z diablem.

24 Zestawienie najstarszych zabytkow pisanych odnoszacych si¢ do matematyki podaje O. Neu-
gebauer, The Exact Sciences...

2 Probe rzucenia $wiatla na te praktyke daje zasada paralelizmu, wedtug ktorej ontogeneza jest
rekapitulacja filogenezy. W odniesieniu do rozwoju psychicznego oznacza to, ze rozwdj psychiczny
dziecka przechodzi — w wielkim skrdcie — przez podobne etapy, jak cata ludzkos¢. Por. R. Duda,
Zasada paralelizmu w dydaktyce, ,,Dydaktyka Matematyki” 1982, nr 1, s. 127-137.
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oblicza¢ daty zaémien®. Podobnie duza byta wiedza Egipcjan. Mieli oni system
dziesigtny zapisywania liczb (ale jeszcze nie pozycyjny) i jeszcze bardziej impo-
nujacg geometrig. Z tym ze ich sztuka rachunkowa byta stabiej rozwinieta.

Dla zrozumienia tamtych cywilizacji, a w szczego6lnosci kontrastu z przyszta
cywilizacjg grecka, nalezy tez mie¢ na uwadze ich odmienne nastawienie do §wia-
ta. Egipcjanin kazda napotkang nowg idee¢ traktowat jako dar bogéw i bez oporow
wiaczal w system swoich przekonan. Zachowywat si¢ jak kompozytor, ktory two-
rzy symfoni¢ dzwigkow — on tworzyt symfonig idei. Jego ideatem byta rownowaga
i zachowanie mechanizmu $wiata, ustanowionego kiedys$ przez Stworcg. W jego
umysle pojecia prawdy 1 falszu czy przyczyny i skutku, ktére u Grekow nabraty
wielkiego znaczenia — rysowaty si¢ mgliscie. Dominowato dazenie do fadu, harmo-
nii i syntezy, nie byto natomiast tendencji do analizy?’. Jedng z konsekwencji takie-
go nastawienia bylo to, ze koryfeusze wiedzy babilonskiej czy egipskiej nie odczu-
wali potrzeby szukania racjonalnych uzasadnien dla swoich regut ani racjonalnych
objasnien dla obserwowanych zjawisk. Nie zadawali sobie pytan ,,dlaczego?”, np.
dlaczego trojkat o bokach 3, 4, 5 (uzywany przez Egipcjan do wyznaczania kata
prostego) wyznaczat kat prosty? Dlaczego zachodzg za¢mienia? Zadowalali si¢
empiria, poswiadczang codziennym doswiadczeniem (prostokatnoscia tego trojka-
ta) albo mitami (mitycznymi objasnieniami za¢mien). Ich wiedza byta nierozdziel-
nie zwigzana z codziennym zyciem i wpisana w ich mitologig.

4. Przejecie wczesniejszej wiedzy przez Grekow

W owym czasie, mniej wigcej w okresie 1500-800 p.n.e., tereny dzisiejszej Gre-
cji zalato kilka fal koczownikow. Pierwsza, fala joniska, zalozyla Ateny i rozlala si¢
po wybrzezach Azji Mniejszej, gdzie wymieszata si¢ z ludami wcze$niej zamiesz-
kujacymi te ziemie i przejeta ich kulturg?. Jonskie byty wigc Ateny, ale takze Mi-
let, Efez 1 Samos. Po Jonach przyszli Eolowie, potem Achajowie i Dorowie (znani
z epos6w Homera) 1 wszystko to razem stopito si¢ w Grecj¢ klasyczng. Grecy byli
ludem nowym, zdobywczym i ambitnym, a swoje osady zaktadali na ogromnych
obszarach od wybrzezy Azji Mniejszej (Jonia) po potudniowe krance Italii (Kroto-
na, Elea), a nawet dalej (Krym, Galia, Hiszpania). Ich zywiotem bylo morze i jako
napastnicy i tupiezcy, a potem kupcy i zeglarze, ciekawi §wiata i pewni siebie, tatwo
wchodzili w kontakty z ludzmi innych kultur i bez oporow, jakie moze rodzi¢ zasie-
dziata tradycja, przejmowali ich kulturg, a przejawszy — przetwarzali®.

26 B.L. van der Waerden, Erwachende Wissenschafi..., t. 2.

27 J. Manchip-White, Starozytny Egipt, jego kultura i historia, Wroctaw 1976, s. 33.

2 O wplywie wezesniejszych cywilizacji na mysl Grekow ciekawie pisze M. Eliade, Sacrum
a profanum. O istocie sfery religijnej, Warszawa 2021.

» P. Lévéque, Swiat grecki, thim. J. Olkiewicz, Warszawa 1973; B. Brawo, E. Wipszycka,
Historia starozytnych Grekow, t. 1-3, Warszawa 1988; A. Ziotkowski, Historia Powszechna. Sta-
rozytnos¢, Warszawa 2009
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Kiedy w VIII w. p.n.e. Grecy weszli w okres historii pisanej, wiedza Babi-
lonczykow i Egipcjan byta zastygla od tysigca lat. Rozwigzywano typowe dla
tej wiedzy zadania i wykonywano stosowne rachunki, bo ulatwiato to zycie co-
dzienne, czyniono to zgodnie z tradycyjnymi procedurami, nad ktéorymi si¢ nie
zastanawiano. Wystarczal autorytet przesztosci, uzywano bowiem tej wiedzy od
niepami¢tnych juz wtedy czasow.

Grecy te wiedzg Babilonczykéw i Egipcjan przejmowali z szacunkiem i po-
dziwem, ale nie byli bezkrytyczni. Przychodzac z zewnatrz, nie zadowalali si¢
jej przejmowaniem, ale pytali o jej pochodzenie i uzasadnienie. Ich sktonno$¢ do
krytycznego osadu kazala im si¢ zastanawia¢ nad ich prawomocnoscig, a mogty
ich tez dziwi¢ rozbieznosci, np. pole okrggu o $rednicy 9 byto dla Egipcjan rowne
64, a dla Babilonczykéw 60,75%. Roznica w praktyce moze niewielka, ale kry-
tycznych Grekdéw musiato to zastanawiac.

Grecy przyznawali si¢ do przejmowania dziedzictwa Babilonczykow i Egip-
cjan. Przyktadowo pitagorejczyk Archytas pisat okoto 400 r. p.n.e., ze ,,oni prze-
kazali nam jasng wiedz¢ o biegu gwiazd, o ich wschodach i zachodach, o geo-
metrii, arytmetyce i sferach, wreszcie o muzyce, gdyz wszystkie te nauki sg jak
siostry’!. Kontakty z Egipcjanami utatwiaty Grekom osiedla handlowe, w tym
Naukratis, grecka faktoria zatozona przez nich w delcie Nilu dla handlu z Egip-
tem. Herodot uwazat Egipt za kolebke greckiej cywilizacji*, ustami za$ Sokrate-
sa Platon powiada, ze to egipski bog Toth wymyslit arytmetyke, geometrie i as-
tronomie¢*®. Aczkolwiek duzo zawdzieczali kulturom Babilonii i Egiptu — Grecy
potrafili spojrze¢ na ich dorobek krytycznie. Nie odrzucili tego dorobku, pro-
bowali go jednak ogarng¢ racjonalnie, a w rezultacie genialnie go przeksztatcili
i zmienili nie do poznania. Jak ze stuszng duma pisat autor Epinomis, ,,cokolwiek
Grecy przejmowali od obcych, rozwijali to i udoskonalali”**. To inne nastawienie
Grekow do przejmowanej wiedzy niewatpliwie wynikato z ich innego nastawie-
nia do $wiata.

30 Z analizy 6wczesnych zadan wynika, ze pole kota o $rednicy d Egipcjanie obliczali wedtug
reguly (8/9.d)%, a Babilonczycy — wedlug reguty 3/4.4%, co daje przyblizenie = 3,16 i n = 3, od-
powiednio.

31 1. Thomas, Greek Mathematical Works, t. 1: Thales to Euclid, Cambridge 1939, s. 5. Cyt. za
O. Pedersen, Konflikt czy symbioza. Z dziejow relacji miedzy naukq a teologig, ttum. W. Skoczny,
Tarnow 1997, s. 40.

32 Wiecej na ten temat w: E.A. Maziarz, Th. Greenwood, Greek Mathematical Philosophy, New
York 1968.

3 Platon, Fajdros, 274C, [w:] Platon, Dialogi, tham. W. Witwicki, Warszawa 2000.

34 Platon, Epinomis, 987d, [w:] Platon, Dialogi... Wielu badaczy uwaza obecnie ten dialog za
pseudoplatonski [uwaga recenzenta.
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5. Greckie ,,umilowanie madros$ci” i elementy stalosci

Jak wszystkie pierwotne cywilizacje, Grecy réwniez posiadali bogatg mito-
logie, jednakze ich postawa byta skierowana nie na utrzymywanie rownowagi
i pelna szacunku zachowawczo$¢, nie na kontemplacje dorobku poprzednich po-
kolen i tworzenie mato refleksyjnych syntez, ale na swobodne spekulacje umy-
stowe 1 zdobywcze odkrywanie, z czego wynikato krytyczne stanowisko wobec
przejmowanego dziedzictwa i sktonnos¢ do jego poprawiania. Z takiej postawy
wyrastala krytyczna i racjonalna refleksja nad swiatem i cztowiekiem. Na plan
pierwszy w tej refleksji wysuwaly sie, mitologicznego zreszta pochodzenia, po-
jecia prawdy i fatszu, przyczyny i skutku, w poprzednich cywilizacjach rysujace
si¢ nader mgliscie, natomiast przez Grekow uznane za kluczowe i poddane kry-
tycznej refleksji, a w konsekwencji dynamizujace rozwoj.

W takiej atmosferze u zarania cywilizacji greckiej pojawity si¢ dwie catkowi-
cie nowe, godne najwyzszego podziwu mysli, ktore uksztalttowaly ich (a w $lad
za nimi i nasze) nastawienie do §wiata. Wedhlug pierwszej z nich (o drugiej mowa
w sekcji 6) zmienne zjawiska moga posiadac stala nature. Droge do takiej mysli
mogla torowac tragedia grecka, wielcy tragicy (Ajschylos, Sofokles, Empedo-
kles) ksztaltowali bowiem przekonanie, ze $§wiat przenika tad moralny, sprawo-
wany przez bezlitosne i nieubtagane fatum, ktdrego nic nie moze zmieni¢. Idea
takiego fatum przeniesiona na przyrode przyjmowata posta¢ wszechobejmujace-
go prawa natury. Niezaleznie od teatru, na takg mys$l mogta tez Grekow napro-
wadzi¢ cykliczno$¢ niektorych obserwowanych zjawisk, np. nastgpstwo por dnia
czy por roku, przyptywow i odptywoéw morza itp. Z takich zrodet wyrastajac,
mysl ta prowadzita do przekonania, ze zjawiska obserwowane w przyrodzie (na
przyktad zaémienia) nie sg rezultatami decyzji nieprzewidywalnych bostw, ale
stanowig konsekwencj¢ wewnetrznej koniecznosci, ktdra przymusza przyrode do
takich wilasnie zachowan. Inaczej mowiac, kazde zachodzace w przyrodzie zja-
wisko ma przyczyne w niej samej i jest skutkiem tej przyczyny, czyli pojawia si¢
z powodu jakiego$ innego zachodzacego w niej zjawiska, ktoére wymusza takie
zachowanie. Krotko mowiac, przyroda jest samowyttumaczalna, co znaczy tyle,
ze zjawiska w niej obserwowane powinny mie¢ wytlumaczenie w niej samej. Ta
niezwykle oryginalna mys$l zadziwia takze i tym, ze dla jej wyrazenia potrzebne
byly mgliste wczesniej pojecia przyczyny i skutku oraz spojrzenia na przyrodg in
toto, w ktorej pozornie wszystko si¢ zmienia, ale umyst jest zdolny dostrzec ele-
menty niezmienne. Podziw budzi wiec nie tylko zaskakujaca oryginalnos¢ Gre-
kéw, ale 1 tworzenie poje¢ nowych, obcych duchowosci poprzednich cywilizacji
i oblekanie swoich mysli w te nowe pojecia.

Od tej fundamentalnej mysli, ze przyroda zawiera elementy stalosci, a zja-
wiska w niej zachodzace sa wyjasnialne i powinny znalez¢ wyjasnienie w niej
samej, wszystko si¢ zaczeto, a jej wptyw trwa do dzisiaj. Mysl, ze przyroda jest
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samowytlumaczalna, pojawita si¢ w starozytnej Jonii, na wybrzezach Azji Mniej-
szej 1 legta u podstaw cywilizacji greckiej. Pdzniejsza tradycja grecka zrodzong
stad refleksj¢ nazwala ,,umitowaniem madros$ci”, czyli filozofig, i wywodzita od
»siedmiu medrcow”. Rézne przytaczano nazwiska tych ,,siedmiu medrcow”, ale
wsrdd nich jedno powtarzato sie stale: Tales z jonskiego Miletu (640547 p.n.e.)®.
Wielo$¢ tych nazwisk swiadczy jednak, ze owi ,,me¢drcy” tworzyli juz Srodowi-
sko i cho¢ Tales si¢ w nim wyrdznial, to nie byt sam — byli takze ludzie, ktorzy
go rozumieli i waczali sie krytycznie, podejmujac jego rozwazania. Srodowisko
to stworzyto jonska filozofi¢ przyrody. Wiele osiagni¢¢ przypisywanych pdzniej
Talesowi mogto pochodzi¢ od innych filozofow*.

W VI w. p.n.e. Jonia zostata opanowana przez Persow, ktorzy pot wieku p6z-
niej trzykrotnie usitowali podbic¢ takze Grecje wlasciwa. Jednym ze skutkéw tych
wojen, ktore przeszty do historii Europy pod nazwa wojen perskich, byta migra-
cja Grekow z Jonii, co przyczynilo si¢ do upowszechnienia postawy ,,umitlowania
madrosci” w catym $wiecie greckim, a w szczegodlnosci do powstania kilku na-
stepnych szkot filozoficznych, w tym pitagorejskiej, zalozonej przez Pitagorasa
(ok. 580 — ok. 500 p.n.e.) w Krotonie, i eleackiej, zatozonej przez Parmenidesa
(ok. 540 — ok. 450 p.n.e.) w Elei. Oba te miasta lezaty w tzw. Wielkiej Grecji, jak
nazywano wowczas potudniowg Italie.

6. Greckie ,,umilowanie madrosci” i pojecia ogolne

Mysli o samowystarczalnosci przyrody towarzyszylta mysl druga, wyrazaja-
ca si¢ w tendencji do tworzenia poje¢ ogodlnych, takich jak prawda czy dobro.
Z czym laczyto si¢ przekonanie, ze prawdziwa wiedza powinna wyrazac si¢ wias-
nie poprzez takie ogdlne pojecia. Jak pézniej powiedziat Arystoteles, ,,zadaniem
wiedzy naukowe;j jest poznawanie ogotu™’. Rowniez ta mys$l byta nowatorska
i oryginalna, zmuszata bowiem do uznania, ze jej konsekwencja bedzie ,,wyjas-
nianie zjawisk za pomoca bytow nieobserwowalnych™®. Byt to drugi ogromnie
wazny krok na drodze budowania racjonalne;j i krytycznej wiedzy o §wiecie, czyli
nauki — druga fundamentalna zmiana w greckim podejSciu do $wiata®. L.acznie te

% Daty zycia Talesa, Pitgorasa, Parmenidesa i innych weczesnych filozoféw greckich sa nie-
pewne.

3¢ Wigkszo$¢ informacji o Talesie i jego osiagni¢ciach zawdzigczamy pdzniejszemu o tysigc lat
Proklosowi, por. Procli Diadochi. ..

37 Arystoteles, Analityki wtére, 87b, [w:] Arystoteles, Dziela wszystkie, t. 1, Warszawa 1990.

3 L. Russo, Zapomniana rewolucja. Grecka mysl naukowa a nauka nowoczesna, thum. 1. Ka-
nia, Krakow 2005, s. 36.

¥ Na fundamentalny charakter tej zmiany wskazuje ciekawe poréwnanie z cywilizacja babilon-
ska, ktora nie znala ogdlnego pojecia kradziezy i nie miala na to osobnego terminu, chociaz w kon-
kretnych przypadkach umiano kradziez rozpoznawaé i uwazano jg za czyn karalny, por. P. Garelli,
Asyriologia. Odkrywanie Wschodu Starozytnego, thum. M. Korotaj, Warszawa 1998, s. 96.
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dwa kroki zlozyly sie na przej$cie od mitologii do filozofii, czyli od mitycznego
objasniania $wiata do racjonalnej refleksji nad §wiatem i cztowiekiem. Ta funda-
mentalna zmiana nie mogla jednak by¢ i nie byta raptowna, nigdy tez nie stata
si¢ catkowita. Niemniej ta nowa mysl, charakteryzujaca si¢ upartym dazeniem
do przeniknigcia §wiata rozumem — pojawila si¢ i nie data si¢ juz usunac. Bylta
to mysl prawdziwie rewolucyjna. Jak trafnie ja oceniat Olaf Pedersen ,,bedac
catkowitym zaprzeczeniem madrosci poprzednich stuleci prowokowata ferment
intelektualny. W porownaniu z nim wszystkie pdzniejsze rewolucje naukowe wy-
daja si¢ drobnymi falami na powierzchni oceanu mysli”*.

Taki byt poczatek filozofii, a wraz z nim — poczatek racjonalnej wiedzy o przy-
rodzie, czyli nauki. Filozofia grecka wyrastata z mitologii i sporo z niej czerpa-
fa, np. mitologiczne pochodzenie miaty koncepcje koniecznosci czy przyczyny
i skutku, dhugo tez obie wspotzyly. Jak §wiadczy Arystoteles, Tales sadzil, ze
,wszystko jest pelne bogéw™*!. Nie bedziemy tu jednak opowiada¢ ani dziejow
filozofii*?, ani dziejow nauki®. Skupimy si¢ natomiast na jednym ich elemencie,
ktory niebawem zostanie nazwany matematykq i okaze si¢ waznym sktadnikiem
greckiej cywilizacji. Nie bedziemy tez opowiada¢ historii matematyki, ta bowiem
jest do§¢ dobrze juz poznana, zwtaszcza od czasow po Euklidesie. Skupimy si¢
natomiast na genezie matematyki greckiej i jej specyficznych cechach, decyduja-
cych o jej oryginalnosci i sile.

7. Narodziny greckiej matematyki

Matematyka grecka wyrosta z greckiej filozofii w wysitku nowego ujecia
czegsci spuscizny przejmowanej od Babilonczykow i1 Egipcjan, a w szczegolno-
$ci wttoczenia jej w ramy poj¢¢ ogdlnych, ktore nalezato w tym celu stworzyc¢.
Pierwsze pojecia ogdlne w zakresie obejmujacym zadania z konkretnymi liczba-
mi i figurami, ktorych rozwigzanie miato by¢ konkretng liczba — tradycja grecka
przypisata wtasnie Talesowi. Oczywiscie liczba 2 czy trojkat o bokach 3,415 tez
sa pojeciami og6lnymi, ale greckie dazenie do ogolnosci sprawito, ze wzniesli
si¢ oni na wyzszy poziom, na ktérym mowi si¢ nie o konkretnych liczbach, jak 3,
41 5. Przedmiotem rozwazan stajg si¢ klasy (rodzaje), liczb oraz liczba w ogole,
i nie konkretne figury z ich konkretnymi rozmiarami, ale klasy (rodzaje) figur.

40°0. Pedersen, Konflikt czy symbioza..., s. 33.

41 Arystoteles, O duszy, [w:] Arystoteles, Dziela wszystkie, t. 3, Warszawa 1992, 411a.

42 W zakresie dziejow filozofii greckiej na polecenie zastuguje: G. Reale, Historia filozofii sta-
rozytnej, t. 1-5, thum. E.I. Zielinski, Lublin 1999-2005. Cate dzieje filozofii obejmuje: W. Tatarkie-
wicz, Historia filozofii, t. 1-3, Warszawa 1958. Por. takze B. Russell, Dzieje filozofii Zachodu i jej
zwiqzki z rzeczywistoscig polityczno-spoteczng od czasow najdawniejszych do dnia dzisiejszego,
tlum. T. Baszniak, A. Lipszyc, M. Szczubiatka, Warszawa 2000; Historia filozofii zachodniej, red.
R.H. Popkin, Poznan 2008 i inne dzieta.

4 Por. R. Taton, Histoire générale des sciences, t. 1, Paris 1957.
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Wyrozniali liczby, ktore daja sie uktada¢ w ksztatty geometryczne, a wiec liczby
trojkgtne, prostokqtne, kwadratowe itp., a nadto liczby pierwsze i liczby zfozZone,
liczby doskonate 1 pary liczb zaprzyjaznione, wyrdzniali kolo (ogolnie), trojkqt
(ogolnie) oraz niektore rodzaje trojkatow, np. trojkaty rownoramienne, czworo-
boki (ogolnie) i niektdre ich rodzaje, np. kwadraty, 1 tak dalej.

Pojecia ogdlne majg sens, jesli stuzg wyrazeniu jakiej§ mysli. Talesowi przy-
pisuje si¢ tez sformutowanie pierwszych takich mysli, czyli zdan zawierajacych
pojecia ogolne i stwierdzajacych pewne ich wlasnosci, w tym zdania ,,$redni-
ca dzieli koto na dwie rowne potowy” (zwraca uwage nieznana przed Grekami
0g061nos¢: kazda $rednica dowolnego kota), czy zdania ,,katy u podstawy trojkata
roéwnoramiennego sg rowne” (katy kazdego trojkata, ktory ma dwa boki rowne,
przylegajace do tych bokow), i pare dalszych*. W przytoczonych zdaniach wy-
stepuje ogdlne pojecie kofa, zadziwiajaco ogdlne pojecie kgta, pojecie trojkqta
rownoramiennego (charakteryzujacego si¢ tylko tym, ze ma dwa boki rowne,
niezaleznie od jego ksztaltu, rzeczywistych rozmiaréw i potozenia), oraz pojecia
takie jak miara odcinka czy kata, rowno$¢ liczb czy miar itd.

Takiej ogolnosci w Babilonii i Egipcie nie byto. Grecy zdawali sobie sprawe,
ze wchodzili na nowy, wezesniej nieznany teren i cho¢ od takiej ogdlnosci mogto
zakreci¢ sie w glowie, to $miato rozpoczeli jego penetracje, a w perspektywie
zarysowatl si¢ przed nimi nowy, czysto racjonalny rodzaj wiedzy o $wiecie. Ta
perspektywa pociagneta Grekow, a ich geniusz wyrazit si¢ w ich osiagnigciach.

Wiele wskazuje na to, ze to przejscie od liczbowego i figuralnego konkre-
tu do ogdlnych pojeé liczb i1 figur dokonato si¢ juz w Jonii na przetomie VII
i VI w. p.n.e. i ze dokonalo si¢ ono nagle i jednorazowo. Z powodu wydarzen
politycznych w Azji Mniejszej wielu Grekow przenosito sie wowczas do Kretony
(Pitagoras), Elei (Zenon), Abdery, Aten i innych miast (migracje byly zresztg sta-
tym zjawiskiem w greckiej cywilizacji, np. pitagorejczycy opuscili potem Wielka
Grecje, przenoszac si¢ do Grecji wlasciwej, glownie do Aten). Przejscie to szyb-
ko stato si¢ znane i zyskalo uznanie w calym greckim $wiecie. W wyniku tego
przejscia w obiegu ogdlnym mysli pojawity si¢ pojecia o niespotykanej wczes-
niej ogdlnosci (kolo, trojkgt rownoramienny, kqt 1 jego miara, rownosé itp.) Ten
kontrast z poprzedniag wiedzg jest tak uderzajacy, ze zachodzi potrzeba wyrdznie-
nia go i nazwania. Nazwijmy go zatem przej$ciem od empirycznego konkretu do
racjonalnej ogdlnosci lub, krotko, przejsciem od konkretu do ogdlnoscei.

W konsekwencji tego przejscia pojawily si¢ i upowszechnity zdania ogodlne,
ktorych nikt wezes$niej nie wypowiadal. Zerwanie z dotychczasowym konkretem

4 Te twierdzenia przypisat Talesowi Eudemos z Rodos, uczen Arystotelesa, w swoim dziele
Historia matematyki. Eudemos byl pierwszym historykiem matematyki, ale jego dzieto si¢ nie
zachowato. Fragment dotyczacy Talesa przytacza jednak Proclus, In Euclidis Elementarum...; por.
F. Cajori, A History of Mathematics, New York 1961, s. 16. Por. takze P. Tannery, La géométrie
grecque..., Paris 1887.
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zapowiadato ogromng ekonomi¢ wiedzy*. Zdania takie odnosity si¢ bowiem do
kazdego kota, kazdego trojkata rownoramiennego itd. A jednoczes$nie otwieralo
oszotamiajgce perspektywy poznawcze, nie krepowane empirig i kierowane je-
dynie wolng mysla. Przed Grekami otwierat si¢ $wiat nowy, w ktory wkroczyli
z odwagg i $wiezo$cig mtodych zdobywcow, dokonujac szybkich i zaskakuja-
cych postepow. Grecka matematyka miata dwa zrdédta: dziedzictwo poprzednich
cywilizacji i oryginalng grecka filozofie, ktorej dominujacy wptyw sprawit, ze
szybko stala si¢ wiedzg specyficzng, czysto racjonalng i autonomiczng, zashugu-
jaca na wyrdznienie osobng nazwa.

8. Nowe perspektywy: dowodzenie, definiowanie, tworzenie teorii

Przejscie od konkretu do ogolnosci i perspektywa uzyskania wiedzy nieznanego
wezesniej rodzaju bylo wejsciem w swiat catkowicie nowy, w ktorym juz na po-
czatku pojawily sie specyficzne, wezesniej niespotykane problemy. Na plan pierw-
szy wysuwal si¢ problem uzasadniania zdan ogoélnych. Dawniej mozna si¢ byto
odwolywa¢ do naocznosci czy do$wiadczenia, natomiast w zdaniach ogdlnych
kwantyfikator ,,kazdy” takie odwotanie wykluczal. Grecy zrozumieli, ze zdania
ogblne wymagaja innego, nowego rodzaju uzasadnienia, nie opartego na autoryte-
cie starodawnego przekazu czy zgodnosci z codziennym doswiadczeniem.

Pierwszym matematykiem w tym nowym rozumieniu byl Tales, ktory nie tyl-
ko sformutowat pierwsze zdania ogodlne, ale i podawat ich uzasadnienia. Byty
one jeszcze naoczne, niemal empiryczne i mogg wydawac si¢ naiwne: wystarczy
zgiac kartke z kotem wzdtuz jego $rednicy czy kartke z trojkatem rownobocznym
wzdhiz osi symetrii trojkata i naktadac jg na siebie wzdtuz linii zgiecia, by prze-
kona¢ si¢ o prawdziwosci gloszonej tezy o rownosci. Naiwne czy nie, pojawity
sie pierwsze twierdzenia ogolne i pierwsze dowody. Wkrotce pojawity si¢ kolej-
ne twierdzenia, mniej oczywiste i z konieczno$ci wymagajace bardziej ztozonych
dowodow, np. twierdzenie, ze chcgc mie¢ kwadrat dwa razy wigkszy od dane-
g0, za bok nowego kwadratu trzeba wziaé przekatng kwadratu wyjsciowego*.
Jest rzeczg zrozumiata, ze pierwsze dowody nie zrywaly catkowicie z empirig
(postugiwaty sie rysunkiem i konkretem), a ich celem byto uzyskanie naoczne;j
pewnosci’. Tak wiec chociaz przejsécie od konkretu do ogdlnosci byto raptowne,
to wypracowanie odpowiedniej metody uzasadniania twierdzen ogolnych zajeto
Grekom par¢ wiekow i wigzato si¢ z pokonywaniem innych jeszcze trudnosci.

45 Sokrates mowi do Teajteta: ,,Jak tam ich byto wiele, a ty$ je jedna ideg objat, tak samo i licz-
ne rodzaje wiedzy jednym stowem nazwij”, por. Platon, Teajtet, 148d, [w:] Platon, Dialogi. ..

4 Dowdd tego twierdzenia Platon wktada w usta Sokratesa w dialogu Menon, 82¢c—85e, [w:]
Platon, Dialogi...

47 Por. analiz¢ dowodu twierdzenia o podwojeniu kwadratu w artykule: A. Szabd, O pre-
wraszczenii matiematiki w deduktiwnuju nauku i naczale jejo obosnowania, ,,Istoriko-matiemati-
czeskije issledowania” 1959, nr 12, s. 321-392.
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Jest rzecza niezmiernie interesujaca, co pokazuja najnowsze badania histo-
ryczne, ze wczesna matematyka grecka miata charakter hipotetyczny: skupiano
si¢ na problemach, ktore rozwazano krytycznie, a nie na twierdzeniach, ktore
byty poczatkowo rzadkie i tez mialy raczej charakter hipotez wymagajacych bar-
dziej przekonujgcego uzasadnienia, niz twardych faktow. W owym poczatkowym
okresie jej rozwoju nie byto takze wyraznej roznicy migdzy intuicyjnie oczywi-
stym a logicznie dowiedzionym. Zrodta pokazuja, ze w tym wezesnym okresie
uzyskano wiele wynikow, ktore pozniej byty na nowo i bardziej przekonujaco
dowodzone. Takie dlugie przechodzenie od oczywistosci naocznego i intuicyjne-
go ogladu do akceptacji wylacznie $cistej dedukc;ji jako jedynej drogi dochodze-
nia prawdy w matematyce wydaje si¢ zrozumiate. Natomiast na jego dokonanie
1 ostateczng akceptacje niewatpliwy wplyw miat kryzys wywolany pojawieniem
sie aporii, zwlaszcza aporii niewspotmiernosci. Przejscie to, stanowiace wazny
etap w rozwoju greckiej matematyki, stalo si¢ tak gruntowne, ze historia zatarta
pamigc tego, co byto przed nim i w III w. p.n.e. powszechny byt juz obraz mate-
matyki greckiej jako krystalicznie czystej wiedzy o niepodwazalnych prawdach,
utrwalony w Elementach Euklidesa i potwierdzony autorytetem Arystotelesa.

Istotnym elementem postgpowania dowodowego w geometrii byty nieznane
wczesniej konstrukcje geometryczne, za$ ich uzycie, poczynajac od najprostszych,
takich jak ustalenie $rodka odcinka czy poprowadzenia prostej prostopadlej do
danego odcinka, wymagato dowiedzenia ich poprawnosci (chcac ustali¢ srodek
danego odcinka opisujemy z jego koncow potokregi i taczymy odcinkiem punkty
ich przecigcia; odcinek ten jest prostopadly do odcinka wyj$ciowego, a jedno-
czesnie punkt przecigcia obu tych odcinkéw jest srodkiem odcinka wyjsciowe-
go). Konstrukcja poprawna musiata by¢ jednoznaczna (nie mogto by¢ przeciez
dwoch réznych odpowiedzi na wyrazne, konkretne pytanie), a ta jednoznaczno$¢
musiata by¢ poparta dowodem. Tak pojawit si¢ nowy, nieznany cywilizacjom
wczesniejszym, wymog doktadnosci stosowanych konstrukeji, rozszerzony nie-
bawem na arytmetyke i na wymog doktadnosci algorytmow arytmetycznych.

W matematyce greckiej byly takze wyniki przyblizone, widoczne np. w postgpo-
waniu Teona ze Smyrny podajacym sposob liczbowego zblizania si¢ do wielkosci
niewymiernej. Miaty one jednak charakter marginalny. Na plan pierwszy wielkos$ci
przyblizone wyptyna dopiero wiele wiekow pdzniej, w matematyce nowozytnej,
nie tylko w postaci przyblizonych konstrukcji rozwigzan problemow delijskich, ale
takze, co miato o wiele powazniejsze skutki, w arytmetyce, teorii liczb i algebrze,
np. przy szukaniu warto$ci pierwiastka rownania algebraicznego. Pojawi si¢ wtedy
matematyczne pojecie bledu, a w $lad za nim szacowanie bledu (ocena odstepstwa
od warto$ci ocenianej), co stanie si¢ punktem wyjscia doniostych przeobrazen mate-
matyki wspotczesnej. Poniekad takze i to jest dziedzictwem matematyki greckiej.

Przekonujace uzasadnienie prawdziwosci twierdzen ogoélnych i poprawnosci
konstrukcji geometrycznych musiato sktada¢ si¢ z nie budzacych watpliwos$ci
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krokow, a wiec takich, w ktorych z kolejnych przestanek wynikaty przekonuja-
co nastgpne. Dos¢ szybko ten typ rozumowan Grecy wyrdznili jako dedukcje.
Scislej, zasada dedukcji glosi: jesli uznajemy zdanie p i uznajemy rozumowanie
prowadzace od zdania p do zdania ¢, to uznajemy takze zdanie g. Zasada ta jest
tak naturalna, ze niewatpliwie byla uzywana i wczesniej, ale dopiero Grecy ja
wyroznili i swiadomie stosowali, a takze poddali krytycznej analizie*. Analizu-
jac dedukcje Grecy wynalezli sylogizm, ktory ,,jest jednym z najpickniejszych
wynalazkow umystu ludzkiego™, a ich sylogistyka® data poczatek logice, tj.
catkowicie wczesniej nieznanej nauce 0 poprawnym rozumowaniu.

Inng konsekwencja przejscia od konkretu do ogdlnosci byt problem jasnosci
(jednoznacznego rozumienia) poj¢¢ ogdlnych. Juz nie mozna si¢ byto odwotywaé
do naocznos$ci i mowic, ze koto jest tym, co kazdy widzi. Potrzebne byto wyrazne
okreslenie, np. takie: ,,Koto jest figura ptaska, lezaca wewnatrz linii zwanej okre-
giem 1 taka, ze wszystkie odcinki padajace na nig z pewnego punktu — sa rowne.
A ten punkt nazywa si¢ srodkiem kota™'.

Wyrazne okreslenia byly niezbedne w trakcie dowodzenia. Przestanki rozu-
mowania musialy bowiem by¢ jasne, a dedukcyjne wnioskowanie — przekonu-
jace. Takie wyrazne okreslenia nazwano definicjami i w ten sposéb pojawito si¢
okreslanie jednych poje¢ ogolnych przez inne, czyli definiowanie. U Babilon-
czykow i Egipcjan definiowania nie bylo i nie mogto by¢, bo nie byto tam poje¢
na wyzszym poziomie ogo6lnosci. Ich wiedza bez tego si¢ obywata, ale tez brak
mozliwosci definiowania ograniczat ja do konkretow.

Definiowanie pojawito si¢ wczesnie i rychto zyskato uznanie, a w czasach
Platona bylo juz dobrze zadomowione, np. Sokrates powiada, ze ,,gdy si¢ do
sadu ogolnego dotaczy Sciste ujecie, powstaje wiedza najdoskonalsza”, po czym
nastgpuje jeszcze rozwazanie, co znaczy ,,Sciste ujecie”. I w platonskich dialo-
gach znajdujemy definicje licznych poje¢, w tym matematycznych, np. figury>,
okregu®*, odcinka prostej*. Co wigcej, w platonskiej filozofii definicje byly bar-

4 Arystoteles, Topiki, ksiega 1, [w:] Arystoteles, Dziela wszystkie, t. 1, Warszawa 1990.

4 G.W. Leibniz, Nowe rozwazania dotyczgce rozumu ludzkiego, tham. 1. Dambska, Warszawa
1955 (Biblioteka klasykow filozofii, Polska Akademia Nauk, t. 17).

0 Arystoteles, Analityki pierwsze, ksiggi I 1 II, [w:] Arystoteles, Dziefa wszystkie, t. 1, Warsza-
wa 1990.

St Euklides, The Thirteen Books of Euclid Elements, New York 1956, ksigga I, okreslenia 15
ile.

52 Platon, Teajtet, 206c, [w:] Platon, Dialogi...

33 Platon, Menon, 75a-76b, [w:] Platon, Dialogi... (w przekladzie W. Wytwickiego mowa
o ,,ksztalcie”).

% Platon, Parmenides, 137¢, [w:] Platon, Dialogi... (w przekladzie W. Wytwickiego mowa
o ,,okragle”).

5 Platon, Parmenides, 137e, [w:] Platon, Dialogi... (w przekladzie W. Wytwickiego mowa
0 ,,proste”).
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dzo istotne, po wyrdznieniu bowiem i nazwaniu jakiego$ obiektu czy zjawiska
nalezato je precyzyjnie okresli¢, czyli wlasnie zdefiniowac, 1 dopiero przy jego
rozumieniu okreslonym taka definicja mogt stac¢ si¢ on czy ono cegietka budo-
wanej wiedzy>®.

Grecy dobrze zdawali sobie sprawg ze znaczenia dedukcji i definiowania,
o czym s$wiadczy nie tylko ich wyrdznienie, ale i metodyczna analiza dokona-
na przez Arystotelesa®’. Co wigcej, wezesnie dostrzegli tez oni, ze w budowane;j
przez nich dedukcyjnej wiedzy daja si¢ wyrdzni¢ specyficzne uktady ztozone
z pojec¢, definicji i twierdzen, powigzanych jedynie wigzami wewnetrznej ko-
niecznosci. Kazdy taki uktad Grecy nazywali teorig.

Na wyrdznienie i budowanie przez Grekoéw teorii wptynat jeszcze jeden spe-
cyficzny czynnik, a mianowicie ich dazenie — widoczne juz u Talesa i jego bez-
posrednich nastepcéw — do szukania poczgtku. Za tym dazeniem krylo si¢ stare
(obecne jeszcze w okresie mitologicznym) przekonanie, ze poczatek ttumaczy
i uzasadnia wszystko. U Talesa taka poczatkowa zasada przyrody byta woda,
wszystko bowiem z wody powstato 1 wode zawiera, Anaksymenes (V w. p.n.e.)
zamiast wody bral powietrze, a bardziej wyrafinowany Anaksymander (610—
547 p.n.e.) — bezkres. Innego rodzaju pierwsza zasade (,,byt jest, a niebytu nie
ma”), z ktorej wywodzit wszystko, sformutowal Parmenides (540—450 p.n.e.).
Dazenie to do rangi najwyzszej zasady kierujacej poznaniem podniost Arystote-
les gloszac ,,wtedy bowiem sadzimy, zeSmy dang rzecz poznali, gdySmy wyliczy-
li jej pierwsze przyczyny i zasady az do ostatecznych elementow’.

Takie dazenie do znalezienia poczatku, potaczone z dazeniem do budowa-
nia opartej na nim teorii, doprowadzito do skrystalizowania si¢ koncepcji teo-
rii aksjomatyczno-dedukcyjnej, ktéra zaczyna si¢ od grupy jasnych poje¢ i od
kilku oczywistych o nich twierdzen (nazywanych aksjomatami lub postulatami,
a poézniej juz tylko aksjomatami), po czym wszystkie nastepne pojgcia muszg by¢
definiowane, a twierdzenia — dowodzone. Teorii aksjomatyczno-dedukcyjnych
w matematyce Grecy stworzyli kilkanascie (o niektorych bedzie mowa). Przy-
ktad greckiego aksjomatu: Jesli do nierownych ilosci dodawaé rowne porcje,
czasu lub czegokolwiek innego, to zawsze roznica bedzie ta sama, ktora zacho-
dzita na poczqtku®.

Odkrywany przez Grekow §wiat ogolnych mysli i specyficznych w nim pro-
cedur, takich jak definiowanie i dowodzenie, otwierat oszotamiajace perspekty-
wy budowania nowego typu wiedzy o $wiecie, nie empirycznej, ale racjonalne;j.

5¢ Por. Platon, Prawa, 895c, [w:] Platon, Dialogi... Por. takze E.A. Maziarz, Th. Greenwood,
Greek Mathematical Philosophy...,s. 102—-103.

57 Arystoteles, Analityki wtore, rozdziaty 9, 12 1 13, [w:] Arystoteles, Dziela...

58 Arystoteles, Fizyka, 184a, [w:] Arystoteles, Dziela wszystkie, t. 2, Warszawa 1990.

59 Platon, Parmenides, 154b, [w:] Platon, Dialogi... Inng wersje tego aksjomatu zawarl Eukli-
des w Elementach, por. Euklides, The Thirteen Book..., ksiega 1.
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Grecy z zapatem odkrywcow podjeli to wyzwanie podjeli i z ich parowiekowego
trudu wyszta matematyka, a jednym z fundamentalnych dziet tej matematyki be-
dzie jej szczegdlna aksjomatyczno-dedukcyjna synteza, jaka przedstawit Eukli-
des w 13. ksiegach Elementow.

9. Matematyka wedlug pitagorejczykow

Koncepcja racjonalnej wiedzy o §wiecie, opartej na idei samowystarczalnosci
przyrody oraz na pojeciach ogdlnych i poszukiwaniu poczatku, wyrosta w jon-
skiej szkole filozofii przyrody, ktorej pierwszym i od razu wybitnym przedstawi-
cielem byl Tales. Miat on znanych w historii filozofii nastgpcow, ale rychto kres
tej szkole potozyta agresja Persow. Impuls zostat jednak wystany i powszechnie
w greckim $wiecie przyjety. Nastepne greckie szkoty filozoficzne, ktore si¢ w kil-
ku osrodkach pojawily, znacznie t¢ koncepcj¢ rozwinety. Szczegolnie zashuzyli
sie tu pitagorejczycy, ktérzy dokonali wielu odkry¢ i traktowali kultywowanie
tej nowej wiedzy jako srodka udoskonalania duszy, nadajac jej w ten sposob naj-
wyzsza range. Takze inne szkoty filozoficzne 6wczesnej Grecji znacznie si¢ przy-
czynily do jej rozwoju. Szkot tych byto kilka i nie nastepowaly jedna po drugiej;
nieraz dziataty rownolegle, a niektdre, jak pitagorejska, oddziatywaly przez kilka
wiekow. Wplywy tych szkot sie przenikaly, a kazda na swoj sposob sprzyjata
matematyce i miata swoj udzial w jej rozwoju.

Szkote filozoficzng o charakterze zamknigtej sekty zatozyt Pitagoras z Sa-
mos (druga potowa VI w. p.n.e.), ktéry urodzit si¢ w Jonii, a w wieku kilkunastu
lat osiedlit si¢ Krotonie w potudniowe;j Ttalii (Wielkiej Grecji)®. Orficki proces
oczyszczania duszy przybrat u pitagorejczykoéw charakter praktyk oczyszczaja-
cych ciato i kontemplacji intelektualnych, majacych za przedmiot zarowno bliski
$wiat jak i odlegte gwiazdy. Praktykowanie madrosci miato prowadzi¢ do uwol-
nienia od dominacji zmystéw i skupienia na intelekcie.

Jak pisat Arystoteles (384-322 p.n.e.), ,,pitagorejczycy pierwsi zajawszy sie
naukami matematycznymi nauki te rozwingeli, a zaprawiwszy si¢ w nich sadzili,
ze ich zasady sa zasadami wszystkich rzeczy. Skoro tedy liczby zajmuja pierw-
sze miejsce wsrdd tych zasad, (...) sadzili, ze elementy liczb sg elementami
wszystkich rzeczy”'. Bedac istotnym sktadnikiem pitagorejskich dociekan, ta
nowa racjonalna wiedza, skoncentrowana na badaniu liczb i figur, otrzymata od
nich wspomniang przez Arystotelesa nazwe matematyka. Nazwa ta ja wyrdznita,
a wyrozniajac data poczatek jej $wiadomemu istnieniu i autonomicznemu rozwo-
jowi, do czego pitagorejczycy walnie si¢ zresztg przyczynili. Nadaniu tej nazwy

% Szkota byta ograniczona do wtajemniczonych i pierwsze historyczne o niej $wiadectwa
pochodza od pdzniejszych pitagorejezykow (Filolaos z Krotony, Archytas z Tarentu i inni). Wie-
le o pitagorejczykach pisat Arystoteles. Por. takze J. Gajda, Zywoty Pitagorasa, Wroctaw 1993;
J. Gajda, Pitagorejczycy, Warszawa 1996.

1 Arystoteles, Metafizyka, 986a, [w:] Arystoteles, Dziela wszystkie, t. 2, Warszawa 1990.
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nie towarzyszyta definicja®?. Pitagorejczycy okreslili matematyke inaczej — poda-
jac jej zakres, opisanym ponizszym diagramem®*:

MATEMATYKA
wielkosci dyskretne wielkosci ciggte
absolutne wzgledne state ruchome
ARYTMETYKA MUZYKA GEOMETRIA ASTRONOMIA

Wyroéznione przez pitagorejczykow dziedziny arytmetyka i geometria sg cz¢s-
cig matematyki takze i dzisiaj. Arytmetyka pitagorejska za przedmiot miata liczby
(w ich rozumieniu liczbami byty nasze liczby naturalne 1 ich stosunki, czyli na-
sze liczby wymierne dodatnie). Roznita si¢ jednak bardziej spekulatywnym cha-
rakterem od arytmetyki p6zniejszej i wspdtczesnej, skupionej na dziataniach i al-
gorytmach. Pitagorejczycy skupiali si¢ na badaniu rodzajow liczb wyrdznionych
przedstawieniami geometrycznymi (w postaci uktadow kropek) oraz na badaniu
$rednich (arytmetycznych, geometrycznych, harmonicznych)®. Geometria pitago-
rejska byta bardziej podobna do naszej. Jak wszyscy Grecy, takze pitagorejczycy
uwazali, ze muzyka oczyszcza i uwzniosla, odkrycie za$ przez nich zwigzkow mig-
dzy akordami a stosunkami liczb (np. skracajac strung o potowg, tj. w stosunku 1:2,
otrzymujemy dzwigk wyzszy o oktawe) sprawito, ze do swojej matematyki wia-
czyli muzyke. Tak ich to odkrycie zachwycito, ze uznali liczbe za zasade $wiata, bo
»elementy liczb sa elementami wszystkich rzeczy”. Opierajaca si¢ na arytmetyce
i geometrii (a nawet i na muzyce, bo pitagorejczycy ,,styszeli” harmoni¢ sfer nie-
bieskich) astronomia byta poswiecona badaniu nieba, co wydawalo si¢ tak wazne,
ze p6zniej byta ona nawet utozsamiana z cata matematyka i jeszcze w Sredniowie-
czu okreslenia ,,matematyk” i ,,astronom” uchodzily za synonimy.

Po ustanowieniu przez pitagorejczykéw matematyki rychto wybita si¢ ona
na wazne miejsce w greckiej kulturze intelektualnej, co pdzniej przejeta Europa.
Dos¢ przypomnie¢, ze cztery czgséci sktadowe pitagorejskiej matematyki ztozyly
si¢ na quadrivium, ktore w §redniowieczu bylto, po trivium (gramatyka, dialek-

2 Matematyka do dzisiaj nie posiada powszechnie akceptowanej definicji, a jej wspotczesny
zakres opisuje Mathematics Subject Classification 2010 — broszura wyliczajaca na 110 stronicach
ponad 4000 mniejszych dziedzin.

% Por. G.J. Allman, Greek Geometry from Thales to Euclid, Los Angeles 2012, s. 23. Diagram
w: H.W. Turnbull, The Great Mathematicians, New York 1993 — cyt. za J.R. Newman, The World
of Mathematics, London 1961, t. 1, s. 85.

® Wiecej na ten temat piszg E.A. Maziarz, Th. Greenwood, Greek Mathematical Philosophy...,
rozdziaty 21 3.
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tyka, retoryka), podstawowym sktadnikiem kanonu uniwersyteckich wydziatow
filozoficznych. Do XIX w. wydzialy te miaty zreszta charakter propedeutyczny,
co miato ten skutek, ze kazdy student uniwersytetu musiat zaliczy¢ wydziat fi-
lozoficzny, a wiec i quadrivium. Miato to oczywiscie ogromny wptyw na ksztatt
europejskiej kultury intelektualnej®. Konsekwencjg tego stanu rzeczy jest i to, ze
takze wspotcze$nie matematyka wazne miejsce w kulturze® i pozostaje obowigz-
kowym przedmiotem nauczania we wszystkich szkotach.

10. Matematyzacja przyrody i dwie kultury

Intelektualng kuznig cywilizacji greckiej byta Akademia, zalozona przez Pla-
tona (428-347 p.n.e.) i funkcjonujaca niemal tysigc lat — az do jej zamknigcia
przez cesarza Justyniana w 529 r. Platon kierowat nig lat czterdzie$ci, a Arystote-
les byt jej uczestnikiem lat dwadziescia. Za ich czasow licznie naptywali do niej
uciekajacy z Kretony pitagorejczycy.

W s$rodowisku Akademii matematyka zajmuje wazne miejsce i jej znaczenie
dla poznawania §wiata, a w szczegdlnosci pytanie, czym sg jej obiekty. Dla Plato-
na obiekty te byly czyms$ posrednim migdzy §wiatem materii a §wiatem czystych
idei, ale w burzliwych dyskusjach przewazyt (jeszcze za czaséw Platona) poglad
Speuzypa, ze obiekty matematyczne sg czystymi platonskimi ideami. Uznanie
obiektéw matematycznych za niezmienne i ponadczasowe idee, istniejace w ide-
alnym $wiecie, niebywale podnosito status badajacej je matematyki.

Akademia podjeta mysl pitagorejczykow przeniknigecia $wiata rozumem
w oparciu o matematyke, co mozna nazwac programem matematyzacji przyrody.
Mimo réznych loséw tego programu (np. Arystoteles akceptowal go w strefie
nadksiezycowej, ale nie w podksi¢zycowej), a okresami wrgcz jego zanikania,
program ten nigdy nie zanikt catkowicie, a w naszych czasach jest nadal celem
naukowego przyrodoznawstwa.

Wyroznienie i awans matematyki byt jednak rozejsciem si¢ dwoch drog po-
znawania $wiata. Odtad bowiem w krytycznej (naukowej) refleksji nad §wia-
tem mozna wyrozni¢ dwie wielkie tradycje. Jedng mozna nazwacé tradycja me-
tafizyczng 1 rozumie¢ jako dazenie do zrozumienia $wiata w sensie docierania
do istoty obserwowanych w nim bytow i zjawisk. W §lad za Arystotelesem
metafizycy opisuja §wiat w terminach materii i formy, istoty i przypadiosci,
przyczyny i skutku, biorac te stowa z jezyka potocznego, ale uzywajac ich
w nowym, metafizycznym znaczeniu. W tej tradycji matematyka znajdowata
si¢ na dalszym planie, a hotdujace jej przyrodoznawstwo byto amatematyczne.
Przyktadem fizyka Arystotelesa z jego koncepcja ruchow naturalnych i wymu-

% Por. A.N. Whitehead, Nauka i swiat nowozytny, ttum. M. Koztowski, M. Piefikowski OP,
Krakow 1987, a w szczegolnosci rozdziat Matematyka jako element w historii mysli, s. 44—66.
% A.L. Steen (red.), Matematyka wspdlczesna. Dwanascie esejow, Warszawa 1983.
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szonych, w ktorej istota ruchu kazdego ciata jest jego dazenie do zajecia ,,na-
turalnego” miejsca®’.

Zwolennicy drugiej tradycji, nazwijmy ja matematyczng®, uwazali, ze
nawet bez znajomosci istoty obserwowanych obiektéw czy zjawisk mozemy
sensownie je opisywac, ujmujac ich przejawianie si¢ w kategoriach matema-
tycznych. Nie zadajemy zatem pytania ,,co to jest?” (jaka jest istota?), ale
zadowalamy si¢ opisem ,,jak to dziata (przejawia si¢, funkcjonuje)?”. Bodaj
pierwsi wystapili w tym duchu pitagorejczycy postulujac opisywanie §wiata
w oparciu o liczbe, jako zZe ,,elementy liczb sg elementami wszystkich rzeczy”.
W duchu tej tradycji Isaac Newton (1642—1727) nie dociekat istoty grawitacji,
ale skutecznie opisat® wszystkie ruchy mechaniczne $§wiata, od spadania jab-
tka na Ziemig¢ po obroty ciat niebieskich (przy okazji przezwyci¢zajac podziat
$wiata na dwie strefy). Dzisiejsza fizyka tez nie docieka istoty takich poje¢
jak materia, sita, elektrycznosé itp., ale mimo to niezwykle skutecznie opisuje
$wiat materialny.

Obie tradycje ro6znia si¢ zasadniczo. Mozna powiedzie¢, ze zwolennicy tra-
dycji metafizycznej stawiaja sobie cele bardziej ambitne, ale w obliczu nieprze-
zwycigzalnych trudnosci w dotarciu do istoty zatrzymujg si¢ bezradni. Z pozoru
skromniejsi, zwolennicy tradycji matematycznej okazuja si¢ w wielu przypad-
kach bardziej skuteczni. Co wigcej, uzyskiwane przez nich wyniki mogg rodzi¢
nadzieje na zblizanie si¢ do poznania istoty.

W nastepnych wiekach nastgpito rozdwojenie tradycji matematycznej na dwa
nurty. Filozofowie orientacji platonskiej uwazali matematyke za z géry zada-
ng i naktadali obiekty i struktury matematyczne na przyrode, np. istnienie tylko
5 bryt platonskich uznali za istotne odkrycie przyrodnicze i utozsamiali te bryty
z 5 podstawowymi pierwiastkami (ziemi, wody, powietrza, ognia i ,,.kwintesen-
cji”’). Byto to stanowisko aprioryczne, ale mozna postepowac inaczej, aposterio-
rycznie, zaczynajgc od $wiata (a nie od matematyki) i dostosowywac opis mate-
matyczny do rzeczywistos$ci. W starozytnosci wzorem takiego postepowania byt
Archimedes (287-212 p.n.e.), a przyktadem jego prawo wypornosci (jest to jedna
z dwoch prac z fizyki, ktore powstaty w starozytnosci i do dzisiaj zachowaty
znaczenie), pozniej za§ Newton i wspotczesni uczeni. Tradycja matematyczna
(w obu znaczeniach) data jednak poczatek nauce (w sensie science), ale wspot-
cze$nie dominuje tradycja archimedejska.

7 Arystoteles, Dziefa wszystkie, t. 2, Warszawa 1990, zawierajacy Fizyke i inne traktaty.

% Bardziej wlasciwa bylaby tu nazwa scientific tradition, ale jezyk polski thumaczytby to jako
tradycja naukowa, co oczywiscie byloby zbyt szerokie (jezyk polski wspo6lng nazwa nauka obej-
muje zachodnie science i lettres, a nam chodzi tylko o science).

% 1. Newton, Philosophiae naturalis principia mathematica, 1687. Dzieto jest dostepne po
polsku: I. Newton, Matematyczne zasady filozofii przyrody, thum. J. Wawrzycki, Krakow 2011.
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Te rozstaje, przed ktorymi staneli starozytni Grecy, a potem poszli badz za ,,me-
tafizykami” badz za ,,matematykami”, leza u poczatku ,,dwoch kultur”, dajacych
uzupehiajace obrazy Swiata, ale stabo si¢ rozumiejacych i komunikujacych.

11. Eleackie aporie

Wracajac do matematyki przypomnijmy, ze Talesowi i jonskiej filozofii przy-
rody zawdzigczamy przejscie ,,od konkretu do ogoélnosci”. Pierwsze ogdlne
twierdzenia i poczatek dowodzenia, a Pitagorasowi i pitagorejczykom zawdzig-
czamy nazwe ,,matematyka” i pierwsze okreslenie jej zakresu. Ten zakres pdzniej
ewoluowat (do dzi$§ nie jest precyzyjnie okreslony), jednakze istotne znaczenie
mialo wyroznienie matematyki jako specyficznej dziedziny wiedzy oraz liczne
odkrycia w jej zakresie (o niektorych bedziemy méowic). Uznanie przez pitago-
rejczykow matematyki za droge do uszlachetnienia duszy i poznania idealnego
$wiata nadato jej wysoki status spoteczny.

Kolejng grecka szkota filozoficzna, ktorej matematyka wiele zawdziecza, byli
eleaci. Szkota ta wzigta nazwe¢ od miasta Elea w potudniowej Italii, gdzie dziata-
li. Jej zalozycielem byt Ksenofanes (ok. 580 — ok. 480 p.n.e.), ktory takze przybyt
do Elei z Azji Mnigjszej. Jednakze za wlasciwego jej tworce uchodzi Parmenides
(ok. 540 — ok. 450 p.n.e.), dla ktérego celem propagowanej przez niego madrosci
bylo odkrywanie prawdziwego $wiata ukrytego za zastong zmystow i codzien-
nego doswiadczenia. Odrzucajac $wiadectwo zmystow, a gloszac pierwszenstwo
czystej mysli, $wiadomie i systematycznie stosowat rozumowanie dedukcyjne,
co tworzyto atmosfer¢ sprzyjajaca rozwojowi matematyki, ktora eleaci tez si¢
zajmowali. W nastepnym pokoleniu wybitnym ich przedstawicielem okazat si¢
Zenon z Elei (490-430 p.n.e.)’”!. Urodzony polemista, Zenon opart sie¢ na dia-
lektyce. Za jego czasow byta to szeroko juz praktykowana sztuka rozwazania
kontrowersyjnych pytan i pogladow drogg ich zestawiania i poddawania krytycz-
nemu osadowi. Szeroko stosowali ja pozniej sofisci i Sokrates (470-399 p.n.e.)
(por. dialogi platonskie), ale wezesniej tak udoskonalit ja Zenon, ze Arystoteles
uznawat go nawet za ojca dialektyki. Zdania, do ktorych odnosity si¢ rozwazania
dialektyczne, byty na ogét nazywane hipotezami, chociaz w uzyciu byly i nazwy

0 Por. C.P. Snow, Dwie kultury, tham. T. Baszniak, Warszawa 1999.

I Pierwszym, ktory wysunat teze o istotnym wplywie Zenona z Elei na rozwoj greckiej ma-
tematyki byt B.L. van der Waerden, Zeno und die Grundlagen Krise der griechischen Mathema-
tik, ,Mathematische Annalen” 1940, nr 117, s. 141-161. Niezaleznie od van der Waerdena ge-
netyczne zwiazki miedzy dialektyka eleatow a matematyka pitagorejczykow badal Arpad Szabéd
(1913-2001) publikujac na ten temat (w latach 50. i 60. XX w.) seri¢ prac, w tym A. Szabo, Die
Philosophie der Eleaten und die Mathematik der Griechen, ,La Parola del Passato. Rivista di Studi
Antichi” 1988, nr 48, s. 420—445, oraz podsumowujac wyniki swoich dociekan w ksiazce: A. Sza-
bo, Anfiinge der griechischen Mathematik, Budapest 1978 (angielski przektad: The Beginnings of
Greek Mathematics, Dordrecht).
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bardziej specyficzne jak homologema (umowa, ugoda) czy aitema (inne zadania),
ale te ostatnie zastgpowano potem terminem postulaty™.

Najwigkszg stawe przyniosty Zenonowi jego aporie. Greckie stowo ,,aporia”
oznacza pytanie, problem, trudnos¢. W szczeg6Inosci mamy z aporiami do czynie-
nia, gdy w odpowiedzi na jakie$ pytanie wystepuja odpowiedzi wzajemnie sprzecz-
ne, ale kazda w jakis sposob zasadna. Takie aporie ujawniajg jakies istotne trudnosci
i stad bywaja tez nazywane paradoksami. Zenon sformutowat ich kilka’, a do naj-
bardziej znanych nalezg aporia Achillesa i Zotwia oraz aporia strzafy. Ta pierwsza
mowi, ze szybkonogi Achilles nigdy nie dogoni powolnego zétwia, bo kiedy do-
biegnie do miejsca, w ktorym zotw byt na poczatku gonitwy, ten si¢ juz odsunie,
a kiedy Achilles dobiegnie do nastepnego, zotw zndw si¢ odsunie, i tak dalej w nie-
skonczono$¢, ten proces nigdy si¢ nie skonczy. Ta druga z kolei mowi, ze wystrze-
lona z tuku strzala nie porusza si¢, w kazdej bowiem chwili znajduje si¢ w jakims
miejscu, a wiec w kazdej chwili znajduje si¢ tam w spoczynku, a Ze czas sktada si¢
z chwil, to strzala caly czas jest w spoczynku. Innej oczywiscie odpowiedzi na obie
te aporie dawato codzienne doswiadczenie, a wigc ich ostrze kierowato si¢ na roz-
dzwigk miedzy doswiadczeniem a probami jego racjonalnego wyjasnienia.

Do dzi$ trwaja spory, jak wlasciwie nalezy interpretowaé aporie Zenona’. Nie-
watpliwie jednak Zenon dostrzegal trudnosci zwigzane z postugiwaniem si¢ w ma-
tematyce takimi pojgciami jak ruch, mnogos¢ i nieskonczonos¢. U korzeni aporii
Zenona lezy matematyczna nieskonczonose, a $cislej, kontrast miedzy skonczonym
anieskonczonym, kontrast migdzy matematyka odwotujaca si¢ do nieskonczonos$ci
a codziennym doswiadczeniem, gdzie wszystko jest skonczone i Achilles szyb-
ko dogoni zotwia. Aporie te wskazujg takze, ze pojecie mnogosci, tez potrzebne
W opisywaniu rzeczywistosci (czas jest mnogoscia chwil), kryje w sobie zasadzki
(w $wiecie fizycznym strzata jest w ruchu). Nie sg to wigc tylko btyskotliwe para-
doksy, ale wtasnie trudnosci uwidaczniajace trudne problemy, z jakimi matematy-
ka si¢ borykata, a mianowicie problem nieskonczonosci, problem ruchu i problem
mnogosci. Trudnosci istotne, problem ruchu czekat bowiem dwa tysigce lat na za-
dowalajacy opis matematyczny (az do wprowadzenia przez Leibniza pojecia funk-
cji i wynalezienia przez Newtona i Leibniza (1646—1716) rachunku r6zniczkowego
i calkowego), a problemy mnogosci i nieskonczonosci §wiadomie podjeta dopiero
teoria mnogosci Georga Cantora (1845-1918).

72 A, Maté, Arpad Szabé and Imre Lakatos. On the relations between history and philosophy of
mathematics, ,,Perspectives of Science” 2006, t. 14, nr 3, s. 291.

3 Glownym zrodlem wiedzy o paradoksach Zenona jest: Arystoteles, Fizyka, 239b—240a, [w:]
Arystoteles, Dziela... Ciekawego omoéwienia tych paradoksow dokonuje Th.L. Heath, 4 History...,
s. 271-283.

™ Por. A. Maté, Arpdd Szabé and Imre Lakatos. On the relations between history and philo-
sophy of mathematics, ,,Perspectives of Science” 2000, t. 14, nr 3, s. 291. E.A. Maziarz, Th. Green-
wood, Greek Mathematical Philosophy ..., rozdziat 6.
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Eleaci nie rozstrzygneli zadnej z tych wielkich aporii. Ich wielka zastuga jest
jednak to, ze si¢ ich nie ulgkli i nie cofngli matematyki do stanu guo ante, z okresu
babilonskiego czy egipskiego, w ktorym nie moglyby si¢ one pojawié i nikogo by
zatem nie zaniepokoity. Rozwazajac je krytycznie, wyostrzyli niektore zwigzane
Z nimi pojecia, w tym pojecie nieskonczonos$ci, co pdzniej pozwolito Grekom na
zajecie pragmatycznego stanowiska w tej sprawie.

Zachwyceni silg rozumowan racjonalnych, ale niewatpliwie takze pod wply-
wem aporii Zenona, Eleaci zaj¢li stanowisko anty-empiryczne, wrogie intuicji,
takze w ten sposob wydatnie si¢ przyczyniajac do wzmocnienia trendu racjo-
nalnego w filozofii, w ktorym matematyka doskonale si¢ odnajdywata. Aporie
Zenona, do ktorych niebawem dolgczyty nastepne z innych szkol, nie tylko nie
zatrzymaly rozwoju greckiej matematyki, ale nawet w pewien sposob rozwoj ten
pobudzaty, skupiajac uwage matematykdéw na specyficznych trudnos$ciach i zmu-
szajac do podejmowania prob uporania si¢ z nimi.

Do rzedu aporii nalezy tez odniesé problem cigglosci™. Swiat wokot nas jest
peten zjawisk 1 obiektow ciaglych. Ciagly jest czas, ale ciggla jest takze droga,
ktorg przebywamy i brzeg, ktory ogranicza morze. Ciggtym obiektem matema-
tycznym jest linia i Grecy uznawali, ze /inia moze zawiera¢ punkty, ale pojecie
punktu stanowito dla nich trudno$¢. Pitagorejczycy uwazali, ze linie wypelniaja
punkty jako monady. Platon za$ odrzucat t¢ koncepcje, bo monada ma potozenie
i objetos¢. Pojecie punktu byto jednak potrzebne i Platon dopuszczat punkt jako
poczatek linii (co jednak odrzucat Arystoteles). Linia wedtug Grekow daje sig
dzieli¢ w nieskonczono$é¢, dochodzac do niepodzielnych czgsci. Platon nie uzna-
wat linii jako uktadu punktow i nie identyfikowat niepodzielnych czesci z punk-
tami. Koncepcje punktu i linii byly wiec niejasne i pdzniejsi matematycy greccy
probowali je wyjasni¢. Ich wysitki szty w kierunku elementow niepodzielnych
i liczb infinitezymalnych (dodatnich, ale mniejszych od kazdej liczby rzeczywi-
stej), nie doprowadzity jednak do zadowalajacego wyniku.

Problem ciagglosci zostat ostatecznie wyjasniony dopiero w XIX w., kiedy
powstaly nowozytne teorie liczb rzeczywistych, a w szczegdlnosci teoria prze-
krojow Dedekinda (1831-1916), w ktorej liczby niewymierne sg wyznaczane
przez luki’®. Matematycy wspotczesni nie pamigtaja juz o greckich niepodziel-
nych i infinitezymalach, bez oporu przyjmujac, ze linia (i kazdy inny obiekt
geometryczny) jest uktadem punktow. W szczegoélnosci, uprawomocnienie liczb
niewymiernych i utozsamienie liczb rzeczywistych (wymiernych i niewymier-
nych) z punktami prostej umozliwito arytmetyzacj¢ geometrii, a w konsekwencji
i wiedzy o $wiecie.

5 Uwagi ponizsze oparte sa na ksigzce E.A. Maziarz, Th. Greenwood, Greek Mathematical
Philosophy...,s. 112-115.
¢ R. Dedekind, Stetigkeit und die Irrationale Zahlen, Braunschweig 1872.
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12. Aporia niewymiernosci

Odkrycie przez pitagorejczykow niewspotmiernosci boku i1 przekatnej kwa-
dratu, czyli tego, ze bok i przekatna kwadratu nie majg wspdlnej miary, ktorej
obie bylyby krotnosciami’’, czyli aporia niewymiernosci, wstrzasneta filozofia
pitagorejska i doprowadzita matematyke grecka do kryzysu.

Rozumowanie, prowadzace do tej aporii, jest proste’. Przyjmijmy mianowicie,
ze taka wspolna miara dla boku a kwadratu i jego przekatnej ¢ istnieje. Oznaczajac
ja przez d wnosimy zatem, ze skoro jest ona wspolng miarg dla a i ¢, to a = nd
i ¢c= md dla pewnych calkowitych n i m. Zatem stosunek przekatnej ¢ do boku
a wyraza si¢ liczba m/n (= ¢/a). Mozemy przyja¢, ze utamek m/n jest nieskracalny
(gdyby byt skracalny, to dokonalibysmy tylu skrocen, ile trzeba, by doprowadzi¢
do postaci nieskracalnej). Wiadomo, ze kwadrat zbudowany na przekatnej kwa-
dratu ma pole 2 razy wigksze od pola kwadratu zbudowanego na jego boku, a za-
tem 2n? = m?. Z tej rownosSci wynika, ze m? jest liczba parzystg, a zatem samo m
tez musi by¢ liczba parzysta, czyli m = 2k dla pewnego k. Wstawiajac t¢ wartos$¢
do poprzedniej rownosci dostajemy 2n? = (2k)%, czyli n* = 2k%, a wigc takze n? jest
liczba parzysta, a w konsekwencji i samo #. Obie liczby m i n sa wigc parzyste,
a zatem utamek m/n byt skracalny, co stanowi sprzecznos$¢ z zatozeniem.

Poniewaz dla pitagorejczykoéw liczbami byly tylko liczby naturalne (catko-
wite dodatnie) oraz ich ilorazy, czyli nasze liczby wymierne dodatnie, wigc ta
niewspotmiernos$¢ oznaczata, ze stosunek przekatnej kwadratu do jego boku nie
byt dla nich liczbg. Musialo to budzi¢ uczucia mieszane. Z jednej strony budzito
niewatpliwy zachwyt nad sita rozumowania, ktore pozwolito odkry¢ wlasnosc¢
bedaca calkowicie poza zasiggiem naocznoS$ci i empirii, z drugiej strony takze
lek. Odkrycie to kwestionowalo bowiem naczelng teze pitagorejskiej filozofii,
zgodnie z ktorg ,,elementy liczb sg elementami wszystkich rzeczy”. Przewazat
zachwyt, lecz nie chcac si¢ jednak wyrzec swojej naczelnej tezy, utajnili swoje
odkrycie. Pitagorejczyk Hippasus, ktory zdradzil t¢ i inne ich tajemnice, miat
zosta¢ ukarany przez bogéw Smiercig w katastrofie morskiej”™.

Zjawisko niewspotmierno$ci dwoch wielkosci, odkryte w stosunku przekatnej
kwadratu do jego boku (dla nas ten stosunek wyraza si¢ liczbg ,,niewymierng”,
ktéra oznaczamy V2), byt wiec dla Grekow aporia, z ktora musieli co$ zrobié,
jesli nie cheieli wyrzec si¢ wysokiej roli matematyki. Nie pomogto jej utajnienie,
odkrycie niewspotmiernosci tego stosunku stato si¢ bowiem szybko znane (pisze

7 W istocie przypisanie pitagorejczykom tego odkrycia pojawito si¢ w zrodtach pozno, por.
L. Russo, Zapomniana rewolucja. Grecka mysl naukowa a nauka nowoczesna, tham. 1. Kania, Kra-
kow 2005 (odsytacz 17 na s. 52), ale w braku innych hipotez idziemy tu za tradycja.

8 Przytacza je Arystoteles, Analityki pierwsze, ksigga I, 23, 41a i w nieco innej formie Eukli-
des, Elementy, ksigga X, tw. 117.

7 Wigcej o Hippasosie i jego niedyskrecjach pisze B.L. Van der Waerden, Erwachende Wis-
senschaft, t. 1, Basel-Stuttgart 1968, s. 177-179.
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o tym Platon, jednocze$nie wypominjac ,,$mieszng i komiczng niewiedze” w tym
zakresie®’). Co wiecej, Theodoros z Cyreny (zm. ok. 390 p.n.e.) pokazat, ze takze
inne wielko$ci (W naszym oznaczeniu \/3, N, 5,..., V1 7) s niewymierne®!, a zatem
zjawisko nie byto jednostkowe, lecz miato znacznie szerszy zasi¢g. Na duzg ska-
l¢ tego zjawiska wskazywaty tez Grekom takze inne problemy geometryczne, np.
problemy delijskie, z ktorymi bezskutecznie si¢ mocowali.

Pojawienie si¢ tej aporii znamionowato wiec kryzys filozoficzny. Ujawnita
ona bowiem istotna przeszkod¢ w dazeniu Grekdéw do racjonalizacji obrazu §wia-
ta poprzez oparcie go o matematyke i jej podstawowa zasade tj. liczbe, co byto
istotnym problemem filozofii Platona i Arystotelesa. A takze kryzys matematycz-
ny, gdyz ujawnita bowiem w matematyce wielkosci nie dajace si¢ wyrazic liczbg
(W jej bwczesnym rozumieniu), zmuszajac do innego ich okreslenia matema-
tycznego. Byt to kryzys tym powazniejszy, ze ta aporia lezata na styku najwaz-
niejszych dziatéw matematyki, arytmetyki i geometrii (liczby sa domeng aryt-
metyki, a kwadrat i jego przekatna naleza do geometrii) oraz blisko dychotomii
skonczonosé¢-nieskonczono$é (rozpatrujemy bowiem stosunek dwoch wielkosci
skonczonych, natomiast proby liczbowego przyblizenia tego stosunku wymagaty
postuzenia si¢ nieskoficzonymi ciagami liczb). Scislej, Teon ze Smyrny wymyslit
dwa ciagi liczb, liczby ,,boczne” i liczby ,,przekatniowe”, ktorych stosunki przy-
blizajg V2. Oba jego ciagi, oznaczane {b }i{c },zaczynajgsigod 1 (b, =1=c),
a nastgpne ich wyrazy oblicza si¢ ze wzorow* b . =b +c ic  =2b +c,.

Uzyte w opisie tej aporii stowo ,,kryzys” wyraza bardziej wspodtczesne jej po-
strzeganie niz 6wczesny stan greckich umystow. Jej ujawnienie nie prowadzito
do zakwestionowania statusu matematyki czy szczegoélnie burzliwych dyskus;ji.
Owszem, byl to powazny problem i matematycy greccy podejmowali powazne
wysitki dla uporania si¢ z nim, ale nie burzyt on ich gl¢bokiej juz wtedy wia-
ry w solidnos¢ i rzetelno$¢ matematyki oraz jej roli w racjonalnym objasnianiu
Swiata.

Wyjscia z tego pierwszego w dziejach matematyki kryzysu proébowano w roz-
nych kierunkach. Przede wszystkim kontynuowano badania nad samg niewy-
mierno$cig probujac jako$ zblizy¢ si¢ do niej liczbowo, a wiec poszukiwano wy-
miernych przyblizen niewymiernosci. W innych badaniach aporii niewspoimier-
no$ci wyrdznit sie Teajtet z Aten (uczen Teodorosa), ktory ,,podat sciste dowody
twierdzen dotyczacych teorii niewymierno$ci”. Jego wyniki byty kopiowane

8 Platon, Prawa, 819 d, [w:] Platon, Dialogi...

81 Platon, Teajtet, 147d—148b, [w:] Platon, Dialogi... W istocie Teajtet pokazuje ogolnie, ze
pierwiastki z liczb ,,podlugowatych”, czyli nie bgdacych kwadratami, sa niewymierne. Przektad
W. Witwickiego jest w tym miejscu niejasny, thumacz nie rozumial, o co tu chodzi.

82 Euklides, The Thirteen Books..., ksi¢ga II, tw. 10.

8 Pappus Alexandrinus, La Collection Mathématique, Paris 1933, s. 34. Cyt. za J.E. Maziarz,
Th. Greenwood, Greek Mathematical Philosophy...,s. 77.
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przez nastepcow, a ostatecznie znalazty si¢ w Elementach Euklidesa, gdzie zosta-
ly systematycznie wytozone®*. Jeszcze innym wyjsciem z kryzysu byto zbudowa-
nie przez Eudoksosa (ok. 406 — ok. 355 p.n.e.) geometrycznej teorii stosunkow,
pozwalajacej na matematycznie Sciste (ale nie liczbowe) traktowanie niewspot-
miernos$ci, rowniez wytozonej przez Euklidesa niemal bez modyfikacji®. Dtugo
nie rozumiana teoria stosunkow zostala doceniona dopiero w XIX w., kiedy
Felix Klein (1849-1925) nazwat ja ,,perta mysli antycznej”, a Richard Dedekind
(1831-1916) i Karl Weierstrass (1815—-1897) inspirowali si¢ nig przy budowaniu
swoich teorii liczb rzeczywistych. Dopiero te ostatnie teorie, nadajace wielkos-
ciom niewymiernym solidny status liczb (tzw. niewymiernych), pozwolity sku-
tecznie uporac si¢ z aporig niewspotmiernosci. Bylo to jednak ponad dwa tysigce
lat po jej odkryciu przez Grekow.

Intensywne i réznorodne wysitki matematykow greckich, zmierzajace do upo-
rania si¢ z aporig niewspotmiernosci, mialy i ten dalekosi¢zny skutek, ze w ich
toku wczesniejsza matematyka, w duzym jeszcze stopniu hipotetyczna, intuicyj-
na i niemal naoczna, przeobrazita si¢ w wiedze Scista, oparta na przestankach,
ktore z duzym trudem wytaniano i uznawano za niepodwazalne (p6zniej zyskaty
one rang¢ aksjomatow i postulatéw) i na Scislej dedukceji, prowadzacej od tych
przestanek do niepodwazalnych juz twierdzen. Dzigki temu matematyka wycho-
dzita z tego kryzysu obronng r¢ka, uzyskujac nadto status wiedzy pewnej.

Nasuwa si¢ tu analogia z kryzysem podstaw matematyki z przetomu XIX i XX w.,
kiedy to pojawito si¢ kilka paradoksow dotyczacych powstajacej wowczas teorii
mnogosci oraz majacy im zaradzi¢ aksjomat wyboru, ktory okazat si¢ z jednej stro-
ny niezbedny, wiec nieusuwalny (podobnie jak nieusuwalna byta niewspoimier-
nos$¢), a z drugiej paradoksalny, prowadzacy bowiem do wnioskow sprzecznych
z intuicja*® (podobnie jak sprzeczna z intuicja byta niewspotmiernosc). Podobnie
jak w czasach greckich, wyjscia z tego kryzysu szukano w rygoryzacji matematyki,
tj. w zaksjomatyzowaniu teorii mnogosci i w nacisku na $cisto$¢ rozumowan®’.

Rozwazajac odkrycie niewspdtmiernosci boku kwadratu i jego przekatnej
w duchu dialektyki, pitagorejczycy doszli tez do przekonania, ze rozumowanie
wykazujace te niewspotmiernos$¢ nie jest tylko aporia, lecz jest to sui generis
dowdd, a nawet, ze kryje si¢ w nim ogolna metoda dowodzenia nie wprost, tzw.
dowody przez reductio ad absurdum lub a contrario: jesli ze zdania p wynika

8 Euklides, The Thirteen Books..., ksigga X.

8 Euklides, The Thirteen Books..., ksigga V.

8 Jednym z takich wnioskow jest paradoksalny rozklad kuli, odkryty w 1924 r. przez S. Bana-
cha i A. Tarskiego. Méwi on, ze kulg o promieniu 1 mozna rozlozy¢ na skonczenie wiele czgsci,
z ktérych da si¢ ztozy¢ dwie takie same kule, por. S. Wagon, G. Tomkowicz, The Banach-Tarski
Paradox, Cambridge 1985.

8 Por. R. Duda, Kfopotliwy aksjomat wyboru, [w:] Oblicza filozofii w nauce, red. P. Polak,
J. Maczka, W.P. Grygiel, Krakow 2017, s. 29-50.
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zdanie non p, to non p (w tej aporii p jest zdaniem ,,stosunek przekatnej i boku
kwadratu jest liczba™). W ten sposob zostata odkryta i zyskata w matematyce
status obywatelstwa nowa, potezna metoda dowodzenia, czg¢sto potem przez Gre-
kéw (i oczywiscie pozniej) stosowana, np. w dowodzie twierdzenia o nieskon-
czonosci zbioru liczb pierwszych. Byl to kolejny silny bodziec do odrzucenia
intuicyjnego ogladu rzeczywistosci, torujacy droge filozofii platonskiej swiata
bytow idealnych i dalszemu rozwojowi matematyki.

Byly jednak i negatywy. W starozytnej Grecji aporia niewspotmiernosci, z kto-
rg ich arytmetyka nie potrafita sobie poradzi¢, natomiast geometria, ktora byla jej
zrodlem, poradzita sobie catkiem dobrze z pomoca geometrycznej teorii stosun-
kéw Eudoksosa — miata i ten skutek, ze spowodowata oddalenie si¢ geometrii od
arytmetyki i skupienie uwagi matematykow na geometrii z niemal catkowitym
poniechaniem arytmetyki jako domeny kupcoéw i kramarzy. Nie przypadkiem
wigc dalszy rozwoj matematyki az do czaséw nowozytnych koncentrowat si¢ na
geometrii, spychajac arytmetyke do poziomu prostych rachunkéw, uzytecznych
w zyciu codziennym, ale nie w sferze ducha.

13. Aporia nieskonczonosci

W aporiach Zenona poczesne miejsce zajmowat problem nieskonczonosci.
Uznanie nieskonczonosci za dopuszczalnag wydawalo si¢ pociaga¢ stwierdzenie,
ze szybkonogi Achilles nie jest w stanie dogoni¢ wolnego z6twia. Na tak daleko
idacy rozbrat z rzeczywistos$cig nie moglo by¢ oczywiscie zgody, ale z drugiej
strony nieskonczonos¢ nie dawata si¢ juz z matematyki usunac.

Problem nieskonczonosci rozwigzat Arystoteles w oparciu o swoja metafi-
zyke, w ktorej istotnym elementem byto rozroéznienie moznosci i aktu. Bryta
marmuru jest mozno$cia posagu, ale wykuty z niej posag jest juz aktem. Istotng
cechg otaczajgcego nas §wiata jest zmiana, ruch. Kazdy ruch, zarowno zmiana
polozenia jak i wzrost rosliny czy zwierzecia, jest nieustannym przechodze-
niem od mozno$ci do aktu. Widziana w tej perspektywie nieskonczonos¢ jest
takim wtagnie dazeniem. Sg okregi o promieniu skonczonym, ale nie ma okrggu
o promieniu nieskonczonym i podobnie nie ma nieskonczonosci aktualnej, bo
jest to pojecie, ktore prowadzi do sprzecznosci (Achilles nie dogoni z6twia).
Istnieje natomiast nieskonczono$¢ w postaci dgzenia: mozemy rysowac okregi
o coraz wigkszym promieniu, mozemy przedtuza¢ odcinki doktadajac nowe,
mozemy powigkszac¢ rozwazane zbiory liczb dotaczajac do nich nowe liczby —
1 mozemy to wszystko robi¢ nieograniczenie. To jest wtasnie nieskonczonosé
potencjalna. Zdaniem Arystotelesa, matematycy innej nie potrzebuja®. Jego

88 Arystoteles, Fizyka, 207b, [w:] Arystoteles, Dziela...: ,,Poglad nasz nie pozbawia bynajmniej
matematykow ich teorii przez odrzucenie aktualnego istnienia nieskonczonosci [...]. Bo w rzeczy-
wistos$ci niepotrzebna jest im nieskonczono$¢, ani tez z niej nie korzystaja”.
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autorytet narzucit ten punkt widzenia matematyce greckiej, a w konsekwencji
takze matematyce pozniejszej. Przyktadem obchodzenia trudno$ci w postugi-
waniu si¢ pojeciem nieskonczonosci aktualnej jest twierdzenie o nieskonczo-
nosci zbioru liczb pierwszych, ktéoremu Euklides nadat postac: Liczb pierw-
szych jest wiecej niz jakakolwiek zadana ich (skonczona) ilosé®. T dowodzit nie
wprost: gdyby p, p,, ... , p, byly wszystkimi liczbami pierwszymi, to liczba
p,-P,- .p,+ 1, ktora nie dzieli si¢ bez reszty przez zadng z nich — tez musiataby
by¢ pierwsza. Sprzecznosc.

Nieskonczono$¢ potencjalna jest jednak wlasciwie skonczonos$cia: rozwazane
obiekty geometryczne muszg mie¢ skonczone rozmiary (u Grekow nie istniata
wigc prosta nieskonczona, a jedynie skonczone odcinki), i podobnie — rozwazane
klasy liczb czy obiektow muszg by¢ skonczone. Jednakze wszystkie te obiekty
czy klasy mozemy powiekszac, a wiec np. odcinki przedtuzac, a do klas dotaczaé
nastgpne elementy. Nieskonczono$¢ aktualna jest natomiast nieskonczonoscia in
toto. Nieskonczona aktualnie jest prosta nieskonczona i nieskonczony aktualnie
jest zbidr wszystkich liczb naturalnych.

Kiedy méwimy ,,kazdy trojkat” — tak mowit juz Tales, a za nim inni matema-
tycy greccy, to oczywiscie tych trojkatow jest nieskonczenie wiele (nieskonczo-
no$¢ aktualna), ale mys$la ogarniamy tylko skonczong ich ilo$¢ (nieskonczonosc¢
potencjalna). To wigc Grekom nie wadzilo, a zreszta nie uzywali explicite kwan-
tyfikatora ,.kazdy”.

Z nieskonczonoscig (potencjalng) mamy tez do czynienia w metodzie wy-
czerpywania, greckiej metodzie obliczania pol i objgtosci, stuzgcej matematyce
az do odkrycia rachunku catkowego w XVII w. Polega ona na tym, ze chcac
np. obliczy¢ pole kota wpisujemy w to koto wielokaty (dla prostoty rachunkéw,
wielokaty foremne), ktore je wypetniaja i ktorych pola (ktore umiemy obliczac)
przyblizaja pole kota. Metode t¢ zapoczatkowal Antyfon, pdzniej rozwijali
inni, m.in. stosujgc takze wielokaty opisane, Scista zas jej forme nadat Eudok-
sos. Znalazla si¢ ona w Elementach Euklidesa, a po mistrzowsku stosowat jg
Archimedes.

14. Dialektyczne korzenie

Niedawne badania nad eleatami, a w szczeg6lnos$ci uwydatnienie roli prak-
tykowanej przez nich dialektyki sprawity, ze pojawit si¢ poglad, iz matematyka
w swoim ksztatcie teorii aksjomatyczno-dedukcyjnej, w jakim przedstawit ja Eu-
klides, ma poczatki dialektyczne. Jeden z wazkich argumentow za tym pogla-
dem stanowi okolicznos¢, ze nazwy wyrazen archai, lezacych u podstaw takiej
teorii (postulaty, aksjomaty, definicje), maja pochodzenie dialektyczne, a same

% Euklides, The Thirteen Books..., ksigga IX, tw. 20.
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postulaty i aksjomaty sa reakcja na aporie Zenona®, poézniejsza za$ aksjomaty-
zacja greckiej matematyki byta dlugim, trwajacym pottora wieku procesem’.
Slady tego procesu dostrzega Szabé jeszcze u Platona, m.in. w tej wypowiedzi
Sokratesa, w ktorej sugeruje on, ze poczatkowe pojecia i tezy matematyczne sg
tylko hipotezami przyjmowanymi w tym celu, by zbada¢ ich konsekwencje®.
Platonski Sokrates nie wyklucza ich odrzucenia, jak nie wykluczali tego pierwsi
matematycy, o czym w Il w. p.n.e. za czasoOw Euklidesa juz jednak nie pamig-
tano. W szczegdlnosci, Arystoteles uwazat juz owe poczatkowe pojecia i tezy za
niepodwazalne prawdy.

W poczatkowym okresie rozwoju matematyki greckiej nie zaczynano jednak
od prawdy, lecz od problemu. Problemami byty zdania, ktdre nalezato dowies¢
lub obali¢, problemami byty tez aporie, z ktérymi nalezato si¢ uporac. Jak od
filozofii jonskiej wyszedl bodziec (ogdlne pojecia, twierdzenia i dowodzenie),
ktory spowodowat wylonienie si¢ pitagorejskiej matematyki, tak filozofia eleacka
sprawila, ze w tej matematyce nabrata mocy tendencja do uymowania jej w karby
teorii, opartej na niepodwazalnych aksjomatach i niepodwazalnym rozumowaniu
dedukcyjnym, czyli teorii aksjomatyczno-dedukcyjnej. Nie bylo to obce Jonom
(por. teori¢ Talesa, ze wszystko jest z wody), bardziej jednak wazki impuls wy-
szedl od Parmenidesa, ktory gtosit jednos¢ bytu i z tej zasady wyprowadzat de-
dukcyjnie wnioski, oraz od aporii Zenona, dla usunig¢cia ktorych potrzebne byty
nowe $rodki. Tak zaczat si¢ ruch w kierunku wylonienia w matematyce prawd
niepodwazalnych, na ktérych mozna byto z pelnym zaufaniem oprze¢ prawdy
dalsze. Oprze¢ czyli wydedukowaé, a w ten sposob stworzy¢ teorie aksjomatycz-
no-dedukcyjna.

Wplyw na ten ruch mogta tez mie¢ praktyka sadowa greckich polis, gdzie
Scieraty si¢ strony, a se¢dzia oglaszal wyrok. Problemem byt tu przedmiot spo-
ru, argumenty powinny byty by¢ wyrazne i zrozumiate, a wywody przekonujace
— po takim poprawnie przeprowadzonym przewodzie sagdowym wyrok nabierat
mocy twierdzenia®.

Ruch zmierzajacy do przeksztalcenia matematyki w uporzadkowang teori¢
trwat jakie$ poltora wieku. Niewiele o nim wiemy poza koncowym rezultatem,
ktore go zakonczyto. Eklektyczne dzielo Euklidesa Elementy wchtongto w siebie
wszystkie wczesniejsze osiagnigcia tego ruchu i okazato si¢ tak wspaniate, ze

% A. Szabd, Anfiinge des euklidischen Axiomensystem, ,, Archive for History of Exact Scien-
ces” 1960, t. 1, nr 1, s. 97-106. Por. takze A. Maté, Arpdd Szabé and Imre Lakatos. On the rela-
tions between history and philosophy of mathematics, ,,Perspectives of Science” 2000, t. 14, nr 3,
s. 282-301.

9 A. Szabo, Anfiinge der griechischen Mathematik, Budapest 1978, rozdziaty 3.5 1 3.6.

%2 Platon, Paristwo, 510c, [w:] Platon, Dialogi... Takze w Fedonie, 107b — Sokrates poucza
Somiasza, Ze ,,i te pierwsze zalozenia [...] potrzeba rozpatrzy¢ jasniej”.

% Ten aspekt nie byt jednak przez historykéw matematyki dotychczas badany.
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skutecznie zepchneto je w cien, jeszcze w starozytnej Grecji zacierajac pamiec
o0 jego uczestnikach i towarzyszacych im rozterkach.

15. Wplywy atomistow

Do waznych greckich szkot filozoficznych nalezeli takze atomisci. Dawniejsi
historycy matematyki mato uwagi poswigcali zarowno eleatom (bo jakoby po-
gardzali matematyka, formulujac aporie) jak i atomistom (bo byli materialistami,
a matematyka byta dziedzing ducha), ale od pewnego czasu to si¢ zmienia. Dzi-
siaj dostrzega si¢ juz duzy wpltyw eleatdéw na matematyke i zaczyna dostrzegaé
wplyw atomistow.

Atomisci wierzyli w realno$¢ materii i glosili, ze sktada si¢ ona z niepodziel-
nych i niezmiennych czastek, ktore nazywali atomami. Atomy sa w ruchu, zmie-
niajgc potozenie i wchodzac w rézne uklady, a ze pojecia potozenia i ksztattu sg
bliskie matematyce, to atomis$ci uprawiali takze matematyke. Wielka postacia
atomistow byl Demokryt z Abdery (460-371 p.n.e.), erudyta i wybitny uczony.
Przypisuje si¢ mu szereg twierdzen matematycznych, np. ze objetos¢ piramidy
oraz stozka jest rowna 1/3 objgtos$ci odpowiednio prostopadtoscianu oraz walca
o0 tej samej podstawie i wysokosci®, co pozniej udowodnit Eudoksos (ok. 406 —
ok. 355 p.n.e.), korzystajac z metody wyczerpywania. Demokryt postugiwat si¢
tez wielkosciami nieskonczenie malymi, ktore pdzniejsza matematyka nazwata
infinitezymalami, 1 jego koncepcja wielkos$ci infinitezymalnej (wielkosci dodat-
niej, ale tak malej, ze zadne mnozenie jej nie powigkszy) okazata si¢ trwatym
elementem greckiej intuicji matematyczne;j.

Dla atomistéw wazna byta materia, a wigc i do§wiadczenie materialnego swia-
ta. Niezaleznie od nich, ale i pod ich wplywem matematyka grecka podejmowata
watki inspirowane przez $wiat materialny, co sprawito, ze do§wiadczenie stato
si¢ zrédlem wielu problemow geometrycznych. Wymienmy niektore.

Wsrod impulséw prowadzacych do teorii proporcji znajdowaty sig takie po-
trzeby praktyczne jak mierzenie odleglosci statkéw na morzu i obliczanie wyso-
kosci piramid®. Duzy rozgtos i znaczenie zyskaty tzw. problemy delijskie, czyli
zadania podwojenia szescianu, trysekcji kata i kwadratury kota, a §cislej, znale-
zienia konstrukcji z uzyciem jedynie cyrkla i liniatu prowadzacych do tych rezul-
tatow. Zadanie podwojenia sze$cianu (wyrocznia delficka zadata podwojenia ot-
tarza Apollina) polega na tym, by wychodzac od danego odcinka a skonstruowac
odcinek b taki, ze 2a® = b’. Zadanie trysekcji kata polega na podaniu doktadnej
konstrukeji, ktora dowolny tuk okregu podzieli na 3 rowne cz¢sci. Zadanie kwa-
dratury kota polega na tym, by wychodzac od danego odcinka » skonstruowac

% Por. Archimedes, Metoda, 55b, 155n.
% Por. takze A. Szabo, Die fiiihgriechische Proportionenlehre im Spiegel ihrer Terminologie,
»Archive for History of Exact Sciences” 1965, t. 2, nr 3, s. 197-270.
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odcinek c taki, ze mr’=c?*. Rozwigzaniem kazdego z tych trzech problemow
miata by¢ konstrukcja. Problemy te stanowily wyzwanie dla konstrukcyjnej po-
mystowosci, ale jednoczesnie oswajaty z pojeciem dokfadnosci.

Proby rozwigzania problemow delijskich trwaty dlugo, ale wszystkie konczy-
ty sie niepowodzeniem”’. Nie byt to jednak czas stracony. Proby te doprowadzity
bowiem do réznych odkry¢, w tym do odkrycia tzw. krzywych mechanicznych,
do budowania ktorych potrzebne byly ,,mechanizmy”. Takimi krzywymi byty
kwadratrysa Hippiasza 1 spirale Archimedesa (pozwalaly na kwadratur¢ kota),
konchoida Nikomedesa (pozwalata na trysekcje kata i podwojenie szescianu),
a takze takie krzywe jak kisoida Dioklesa. Znacznie to poszerzyto i wzbogacito
zakres matematyki greckiej®®.

Atomis$ci mieli tez wptyw na powstanie metody wyczerpywania. Mimo jed-
nak wyraznego i wspotczesnie docenianego wplywu atomistow, charakterystycz-
nym rysem matematyki greckiej pozostawato przywigzanie do czystych operacji
umystowych. Nieprzemijajacym natomiast wktadem atomistow byt poglad, ze
wiedza o przyrodzie ma by¢ wprawdzie teoria wyprowadzang z zasad, ale wery-
fikowang przez doswiadczenie (uwaza si¢, ze aksjomaty Euklidesa byly uogol-
nieniami codziennych doswiadczen). Zdaniem Arystotelesa poglad ten umozliwit
powstanie fizyki.

16. Grecki realizm pojeciowy

Prad intelektualny, zainicjowany przez jonskich ,milo$nikéw madrosci”
i kontynuowany przez szkoly filozoficzne pitagorejczykow, eleatow, atomistow
i innych, osiggnat kulminacje w ,,ztotym wieku” starozytnej Grecji (w przyblize-
niu lata 450-350 p.n.e.). Po odparciu perskich najazdow na czoto greckich miast
-panstw wysunetly si¢ na pewien czas Ateny, a w atmosferze intelektualnej tego
miasta popularne staty si¢ rozwazania filozoficzne, wraz z ktérymi upowszech-
niato si¢ wsrod jego obywateli myslenie abstrakcyjne, racjonalna refleksja nad
$wiatem i cztowiekiem oraz krytyczna analiza wypowiadanych sadéw. W tym
»Ztotym wieku” pojawito si¢ w Atenach trzech wielkich filozofow: Sokrates
(469-399 p.n.e.), jego uczen Platon (427-347 p.n.e.) i uczen Platona Arystoteles
(384-322 p.n.e.). Najstarszy z nich Sokrates rozwinat i upowszechnil metode
dialektyczng oraz wysunat i bronit pogladu, ze wiedza pewna zawiera si¢ w po-
jeciach ogodlnych, do ktorych dochodzi si¢ droga szukania w wielosci faktow,

% Wiecej o tych konstrukcjach, por. L.N.H. Bunt, Ph.S. Jones, J.D. Bedient, The Historical Ro-
ots of Elementary Mathematics, New York 1988. Elegancka (przyblizona) konstrukcje kwadratury
okregu podal A.A. Kochanski. Por. R. Duda, Historia matematyki w Polsce na tle dziejow oswiaty
i kultury, Warszawa 2019, s. 88.

7 0d konca XIX w. wiadomo, ze konstrukcje takie nie istnieja. Elementarne wyjasnienie mozna
znalez¢ w ksigzce: R. Courant, H. Robbins, Co to jest matematyka, Warszawa 1953, s. 179-187.

% Th.L. Heath, A Manual of Greek Mathematics, Mineola-New York 2003.
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sadow czy obiektow tego, co jest im wspodlne i nazywania tej ich wspolnej cechy
jednym krotkim terminem. Matematyke cenil, ale uwage skupiat na cztowieku.

W czasach Platona trwal szybki rozwdj matematyki greckiej, panujaca zas$
w Atenach atmosfera racjonalnej, krytycznej refleksji sprawiata, ze takze w od-
niesieniu do matematyki stawiano pytania ogélniejszej natury. Na czoto tych py-
tan wysuwat si¢ problem istnienia: czym sg i jak istnieja obiekty matematyczne?
Czym sa liczby, ktorych przeciez w przyrodzie nie obserwujemy? Czym sa figury
geometryczne, ktore wprawdzie potrafimy rysowac, ale kazdy taki rysunek jest
z natury utlomny i przedstawia tylko szczegolny przyktad ogdlnego pojecia?

Dla uprawiania samej matematyki problem istnienia wydaje si¢ drugorzgdny,
jednakze ma on duze znaczenie dla uzasadnienia zajmowania si¢ matematyka
i dla oceny wartos$ci jej wynikow, a wiec dla waznego pytania o sens uprawia-
nia matematyki. Jesli obiekty matematyczne realnie nie istnieja, to ich badanie
moze by¢ co najwyzej narzgdziem uszlachetniania duszy. Podobnie jak gimna-
styka uszlachetnia ciato, rozrywka umilajaca czas i wspotczesne tamigtowki czy
gra w karty. Wielkos¢ Grekow widoczna jest i w tym, ze dostrzegli ten problem,
docenili jego znaczenie i dali dwie, do dzisiaj wazne odpowiedzi, ktore nadaty
matematyce duze znaczenie.

Pierwsza pochodzi od Platona. Najwazniejszym sktadnikiem jego filozofii byta
nauka o ideach. Wychodzac od pogladu Sokratesa, ze wiedza pewna zawiera si¢
w pojeciach ogolnych, Platon argumentowat, Zze charakterystyczng cechg takich
pojec jest ich niezmienno$¢ i doskonatos¢. Kontrastuje to z otaczajagcym nas $wia-
tem, ktorego obiekty sg (jak uczyt Heraklit i atomisci) zmienne, przemijajace, nie-
doskonate. Przedmiotem wiedzy pewnej muszg by¢ zatem byty inne, wieczne i nie-
zmienne. Te byty dopiero, ktorym Platon przypisywal realne istnienie w idealnym
$wiecie 1 ktore nazywat ideami, stanowia prawdziwg rzeczywisto$¢, a poniewaz sg
dostepne intelektualnemu ogladowi i moga by¢ ujmowane w pojeciach ogolnych.
To oparta na takich pojeciach wiedza o Swiecie idei jest pewna 1 najglebsza wiedza
o $wiecie. W szczegdlnosci obiekty matematyczne majg realno$¢ wyzsza niz ich
materialne przedstawienia®. Istotnym sktadnikiem filozofii Platona byto tez prze-
konanie, ze $wiat zostal stworzony przez Demiurga, ktory odciskat te idealne formy
na pierwotnie bezksztattnej materii'®. Jak thumaczyt parabola jaskini'®', swiat rze-
czy zmystowych jest tylko niedoskonatym odbiciem $wiata idei, ale wiedza o tym
swiecie idei jest nam dostgpna i daje prawdziwy wglad w rzeczywisto$¢.

Teoria idei Platona jest wielkim $wiadectwem proby zrozumienia tego, co
naprawdg¢ poznajemy. Zjawiska, o ktérych informujg nas zmysty, sg jak chybotli-
we cienie na $cianie jaskini — wtorne i zmienne, a opisujace je pojecia tworzymy
w naszych umystach. Odpowiedz Platona, Ze poznajemy niezmienny $wiat ideal-

9 Platon, Paristwo, ksiega VI, 509a—511a, [w:] Platon, Dialogi...
100 Platon, Timajos, 28 i nn., [w:] Platon, Dialogi...
101 Platon, Paristwo, ksigga VII, [w:] Platon, Dialogi...
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nych bytow (w tym byty matematyczne), by potem odnajdywac je w otaczajacym
nas chaosie zjawisk tego $wiata'® — jest wielka i silnie wptyneta na cate poz-
niejsze dzieje mysli europejskiej'”. W matematyce nosi ona nazwe platonizmu,
a jego zwolennikdéw nazywa si¢ platonikami. Wspotczesnie platonik to ten, ktory
wierzy w ponadczasowa rzeczywisto$¢ swiata matematyki, cho¢ niekoniecznie
w oryginalnej wersji platonskiej'®.

Odnoszac odpowiedz Platona do arytmetyki uznajemy, ze gdzie§ w idealnym
$wiecie istniejg ponadczasowe i niezmienne idee liczb, a zatem arytmetyka jest
tylko odkrywaniem odwiecznie istniejacych zwigzkéw migdzy nimi. Odnoszac
odpowiedz Platona do geometrii uznajemy, ze w tymze idealnym §wiecie istniejg
takze ponadczasowe i niezmienne idee form i bryl, a geometria jest odkrywaniem
odwiecznie istniejacych ich wlasnosci i zwigzkéw miedzy nimi. Geometria byta
dla Grekow, podobnie jak astronomia czy fizyka, odkrywaniem idealnych zwiaz-
kow, ktore znajdowaty swoje niedoskonale odbicie w otaczajacym nas $wiecie.
I tak jak $wiat jest jeden, takze geometria byta dla nich jedna. Jak dla nas nadal
jedna jest astronomia czy fizyka.

Geometria, ktorg wytozyt Euklides w swoich Elementach, dzisiaj nosi nazwe
geometrii euklidesowej. Wspotczesna matematyka zna takze inne rodzaje geome-
trii 1 inaczej postrzega ich relacje ze swiatem. Geometria euklidesowa nadal zaj-
muje w niej pozycje uprzywilejowana lezac u podstaw naszych intuicji. Nie tylko
geometrycznych, ale takze analitycznych (vide analiza klasyczna i jej rozmaite
pochodne). Kant (1724—1804) podniodst ja nawet do rangi wiedzy syntetycznej
a priori, a wielu pozniejszych matematykow przypisywato jej role szczegolna,
np. René Thom (1923-2002) utrzymywat, ze kluczowa role w rozwoju intelek-
tualnym czlowieka odgrywaja preegzystujace w jego umysle struktury ciagte,
w tym geometria euklidesowa'®. Niedawne badania jezykow i kultury ludow
pierwotnych Amazonii pokazuja, ze powstajace tam u dzieci spontaniczne idee
geometryczne sg zgodne z geometrig euklidesowg!%,

Odmienna, ale tez wielka odpowiedz na problem istnienia dat Arystoteles.
W opozycji do Platona, ktadt nacisk na zwigzek matematyki ze swiatem fizycz-

12 Platon, Paristwo, 529530, [w:] Platon, Dialogi...

103 Mawiano, ze cata historia filozofii jest komentarzem do Platona.

104 Jak wykazuja badania, 65% aktywnych matematykow jest platonikami, por. J.D. Monk, On
the foundation of set theory, ,,American Mathematical Monthly” 1970, nr 77, s. 703-711. Cyt. za
Ph.J. Davis, R. Hersh, E.A. Marchisotto, Swiat matematyki, Warszawa 2001, s. 312. Platonikiem
byt L. Kronecker, por. jego stynne powiedzenie ,,Bog stworzyt liczby catkowite, wszystko inne jest
dzietem cztowieka”. Platonikami byli takze K. Godel i R. Thom.

15 R. Thom, Matematyka a rozumienie, ,,Wiadomos$ci Matematyczne” 1981, t. 23, nr 2, s. 205—
212.

19 V. Izard, P. Pica, E. Spelke, S. Dehaene, Flexible intuition of Euclidean geometry in an Ama-
zonian indigene group, ,,Proceedings of the National Academy of Sciences of the United States of
America” 2011, nr 108, s. 9782-9787.
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nym. W swoich dzietach stworzyt wielka metafizyke aktu i moznosci, ktora stata
si¢ podstawg nauk przyrodniczych, podsumowat dotychczasowe osiggnigcia gre-
ckich nauk szczegdétowych 1 zapoczatkowat racjonalng refleksje nad nauka jako
taka, a w szczegdlnosci stworzyt logike, czyli nauke poprawnego myslenia.

Stosunek Arystotelesa do matematyki byt pochodng jego metafizyki. Odrzu-
cajac istnienie platonskiego §wiata idei, Arystoteles za jedyna realno$¢ uznawat
otaczajacy nas $wiat fizyczny. Badanie za$ tego $wiata opieral na rozréznieniu
bezksztaltnej materii i ksztattujacych ja form. Formy Arystotelesa sa idealne
i w tym sg podobne do platonskich idei, jednakze w odréznieniu od tych idei nie
majg one samodzielnego bytu, lecz jedynie byt pomyslany. Istnieja bowiem jedy-
nie w powigzaniu z ciatami fizycznymi. Kazda forma wyznacza pewien gatunek
i dopiero potaczenie formy i materii daje fizyczng jednostke, a zatem $wiat ma
strukture gatunkowo-jednostkowg. Zdaniem Arystotelesa, nauka powinna bada¢
ciata fizyczne w ich zwigzku materii 1 formy i stara¢ si¢ doj$¢ do kryjacej si¢ za
tym zwigzkiem istoty rzeczy. Matematyka jest w stanie opisywac niektore formy
pod wzgledem liczby i ksztattu, a zatem obiekty matematyczne sg formami. Ma-
tematyka moze by¢ zatem dla badania naukowego uzyteczna, a jej znaczenie jest
tym wigksze, im blizsza istoty rzeczy jest badana forma matematyczna.

Wspdlna cecha odpowiedzi Platona i Arystotelesa na problem istnienia w ma-
tematyce nosi nazwe realizmu pojeciowego. Obaj bowiem przypisywali pojeciom
matematycznym (i ogoélniej, tzw. uniwersaliom, inaczej powszechnikom''’) byt
rzeczywisty. Roznili si¢ tym, ze Platon przypisywat im byt samoistny i stad jego
poglad nazywa si¢ skrajnym realizmem pojeciowym, natomiast Arystoteles odma-
wial im bytu samoistnego, uznajac je tylko za pewng abstrakcje wydedukowang
z materii i stad jego poglad nazywa si¢ umiarkowanym realizmem pojeciowym.
Oba te poglady sa do dzisiaj zywe (ale nie jedyne, we wspotczesnej matematyce
duze znaczenie ma np. zrodzony w sredniowieczu nominalizm).

Poglad Arystotelesa moze si¢ wydawac bardziej trzezwy, jednakze kazdy, kto
mial glgbsza stycznos$¢ z matematyka, wie z wlasnego do§wiadczenia, ze zaj-
mujac si¢ matematyka szybko nabierat subiektywnego przekonania, iz zajmu-
jace go obiekty sa rzeczywiste. Lepiej odpowiada temu przekonaniu platonizm.
W konsekwencji, wptyw pogladow Arystotelesa na dzieje matematyki byt stab-
szy. Z kolei stabg strong platonizmu jest pokusa aprioryzmu, wedhug ktoérego na-
lezy si¢ skupi¢ na badaniu §wiata idei, bo on powie o materialnej rzeczywistosci
wigcej, niz jej bezposrednie badanie.

Mimo tych réznic, powszechne wérdd Grekoéw przekonanie o realnosci obiek-
tow matematycznych (przy obu rozumieniach tej realnosci, platonskim i arysto-
telesowskim) nadawato matematyce duze znaczenie i wydatnie si¢ przyczyniato
do jej rozwoju.

107 Uniwersalia, czyli poj¢cia ogolne i1 odpowiadajace im nazwy.



Fenomen matematyki greckiej 45

17. Synteza matematyki greckiej

Pod koniec IV w. p.n.e. kultura grecka doznata gwattownej zmiany. Skon-
czyta si¢ epoka klasyczna (hellenska) i zaczeta sig¢ epoka nowa. Za jej poczatek
przyjmuje si¢ rok 323 p.n.e., kiedy zmart Aleksander Wielki. A na ogromnych,
wczesniej przez niego podbitych obszarach, rozlata si¢ kultura hellenska, mie-
szajac z kulturami rodzimymi i dajac poczatek, pod opieka greckich dynastii
Ptolemeuszy, Seleukidow i innych, nowej epoce, zwanej hellenistyczng. Czoto-
wym jej osrodkiem stato si¢ zatozone przez Aleksandra Wielkiego greckie miasto
Aleksandria w Egipcie. Nie traktowana jako cze$¢ Egiptu, dogodnie polozona
na zbiegu szlakow, stata si¢ Aleksandria na kilka nastgpnych wiekow czotowym
osrodkiem hellenistycznego $wiata, w ktérym kwitly r6zne nauki, promieniujgc
na caty basen Morza Srodziemnego.

W Aleksandrii byty instytucje grupujace uczonych mezoéw (Museion, Biblio-
teka) i tam dziatat Euklides, ktorego wielkie dzieto Elementy'® byto zaréwno
podsumowaniem osiggnie¢ matematycznych epoki archaicznej i klasycznej,
jak 1 zrédlowa podstawa dla matematyki wiekéw nastgpnych. Wspomnijmy na
marginesie, ze najstarsze kopie Elementow Euklidesa pochodza dopiero z X w.,
a wigc sg ponad tysigc lat mtodsze od oryginatu, ponadto kopisci niejednokrotnie
wprowadzali do tekstu zmiany. Drobiazgowa analiza filologiczna pozwolita jed-
nak ustali¢ tekst, ktory uchodzi za najbardziej zblizony do oryginatu. Za taki jest
uznawany tekst J.L. Heiberga i jego angielski, przytoczony przed chwilg prze-
ktad T.L. Heatha.

Przed Euklidesem Grecy stworzyli kilkanascie teorii matematycznych i pisy-
wali syntezy, ale wszystko to poszlo w niepami¢¢ z chwilg ukazania si¢ 13 ksiag
jego Elementow, ktore objety znaczng ich czes¢. Sam Euklides nie jest uwazany
za wybitnego matematyka, chociaz napisal takze kilka innych traktatow!'®. Co
wiecej, wiele twierdzen i obszerne fragmenty Elementow zostaly przejete od in-
nych autorow, w tym Teajteta (ksiegi X i XIII), Eudoksosa (ksiegi V i XII) oraz
cala czgs¢ arytmetyczna (ksiegi VII-IX). Euklides byt jednak zrecznym kompi-
latorem 1 znakomitym dydaktykiem, a jego traktat, napisany na potrzeby aleksan-
dryjskiego $srodowiska, mial wptyw ogromny i nadzwyczaj trwaly.

Ksigga I Elementow Euklidesa zaczyna si¢ od 23 okreslen, poczynajac od
okreslenia punktu, a konczac na okresleniu prostych réwnolegtych. Po tych okre-
$leniach (definicjach) nastapily zdania, przyjmowane w tym dziele bez dowo-
dow, w postaci 5 postulatow i 4 aksjomatow (pozniej rozroéznianie postulatow
i aksjomatow, w co tutaj nie wchodzimy, zostato zarzucone 1 dzisiaj wszystkie
twierdzenia przyjmowane na poczatku teorii bez dowodu nazywa si¢ aksjomatami),

198 Euklides, The Thirteen Books...
19 Krytyczne opracowanie ocalatych prac Euklidesa, w tym Elementéw, zawiera dzieto: J.L.
Heiberg, H. Menge, Euclidis Opera Omnia, t. 1-9, Leipzig 1883-1916.



46 Roman Duda

a po nich 48 twierdzen z dowodami, z ktorych dwa ostatnie sa prostym i od-
wrotnym twierdzeniem Pitagorasa. Tak si¢ te twierdzenia nazywa wspotczesnie,
Euklides jednak w swoim traktacie nie przytacza zadnych nazwisk i nie ujawnia
zadnych zrodet.

Juz ta ksigga I dobitnie ilustruje zaréwno fundamentalng zmiane¢ charakteru
matematyki greckiej w stosunku do spuscizny Babilonii czy Egiptu, jak i ogrom-
ny dorobek nagromadzony przez greckich matematykow w okresie zaledwie paru
poprzednich stuleci. Przed Grekami poje¢ ogolnych (rodzajowych) nie byto wca-
le, tu natomiast sg one poczatkiem i sednem, zajmowanie si¢ za§ wylacznie nimi
wymusito nowa organizacje wiedzy, na ktora sktadaja si¢ aksjomaty (poczatkowo
takze postulaty), okreslenia czyli definicje, wreszcie twierdzenia 1 ich dedukcyjne
dowody — pojecia wczesniej catkowicie nieznane!''”,

Podobna strukture — okreslenia i twierdzenia z dowodami (postulatow i aksjo-
matow juz jednak nie przybywa) — maja wszystkie nastgpne ksiegi, a ich lektura
poglebia jeszcze wrazenie fundamentalnej roznicy dzielacej matematyke grecka
od dziedzictwa przesztosci. Ksigga II (2 definicje, 14 twierdzen) jest krotka i za-
wiera geometryczne dowody niektorych wiasnosci arytmetycznych, np. praw
rozdzielnosci czy tacznosci. Przedmiotem ksiegi II1 (11 definicji, 37 twierdzen)
sa okregi, a ksiggi IV (7 definicji, 16 twierdzen) — wielokaty wpisane w koto Iub
opisane na kole, w tym konstrukcje kilku pierwszych wielokatéw foremnych.
Wazna i pigkna (ale doceniona dopiero w wieku XIX) jest ksigga V (18 definicji,
25 twierdzen) poswigcona teorii stosunkéw (sekcja 11). Opiera si¢ na niej ksiega
VI (5 definicji, 33 twierdzenia), w ktorej dowodzi si¢ m.in. twierdzenia Tale-
sa, cech przystawania tro6jkatow i oblicza pola niektorych wielokatéw. Nastepne
trzy ksiegi — ksiega VII (23 definicje, 39 twierdzen), ksiega VIII (27 twierdzen)
i ksigga IX (36 twierdzen) — zajmujg si¢ teorig liczb naturalnych. Zaczynaja si¢
od algorytmu znajdowania najwigkszego wspolnego dzielnika dwoch liczb, co
prowadzi do tzw. utamkoéw tancuchowych, waznego pozniej narzedzia badania
niewymiernosci, a nast¢gpnie badajg proporcje ciagle i liczby pierwsze. Ksigga
X (23 definicje, 115 twierdzen) jest najobszerniejsza, a jej przedmiotem jest te-
oria niewymiernosci oraz przedstawienie teorii wyczerpywania''!. Ostatnie trzy
ksiggi, to geometria przestrzeni. Ksiega X1 (28 definicji, 39 twierdzen) zajmuje
si¢ brytami wielosciennymi, ksigga XII (18 twierdzen), to geometria kuli i walca,
a ostatnia ksigga XIII (18 twierdzen), stanowigca zwienczenie catosci, konczy
sie picknym twierdzeniem, ze istnieje pig¢ i tylko pie¢ wielo$cianéw foremnych,
zwanych tez brytami platonskimi.

110 Babilonczycy mieli $wiadomos¢ niektorych glebszych prawidtowosci, np. tej kryjacej sie
w twierdzeniu Pitagorasa, ale nie byli w stanie ich sformutowa¢, ani tym bardziej udowodnié, por.
B.L. van der Waerden, Erwachende Wissenschaft...,t. 1,s. 126—128; A. Aaboe, Matematyka w sta-
rozytnosci, thum. R. Ramer, Warszawa 1968, s. 36.

""" Analize ksiggi X daje B.L. van der Waerden, Erwachende Wissenschaft...,t. 1,s. 275-282.
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Dzieto Euklidesa wzbudzito zachwyt wspotczesnych i przez nastgpne dwa
tysigce z gora lat byto uwazane za niedos$cigly ideat, wzor wiedzy pewnej. A ze
traktowato o matematyce, to ten splendor sptywat i na nig. Wyrazem ogromne-
go autorytetu matematyki bylo wlaczenie jej w postaci quadrivium do kanonu
wydziatow filozoficznych Sredniowiecznych uniwersytetow, przez ktdre musiat
przejs¢ kazdy zak. Podstawowym skladnikiem tego kanonu byty Elementy Eu-
klidesa''?. Z licznych opinii o Elementach przytoczmy jedna. Wybitny matema-
tyk wloski Girolamo Cardano (1501-1576) tak o nich pisat: ,,Bezsprzeczna moc
pewnikow tego systemu i jego doktadnosc jest tak absolutna, ze dalibog, zadnego
innego traktatu nie da si¢ z nim porownac¢. W Elementach przebija takie §wiatto
prawdy, ze tylko ten, kto poznat Euklidesa, potrafi odrozni¢ w geometrii prawde
od fatszu”.

Z czasem okazalo sig, ze Elementy maja jednak roznego rodzaju luki. Nadanie
geometrii euklidesowej wspotczesnej $cistosci zawdzigczamy Hilbertowi''?, ale
byto to tylko nadanie precyzyjnego ksztattu (z punktu widzenia wspotczesnej
metodologii) euklidesowej teorii, ktora nadal pozostaje w zywym krwiobiegu
matematyki. Teoria ta nosi nazwe geometria euklidesowa, a opisana przez nig
przestrzen euklidesowa do dzisiaj jest podstawowym rodzajem przestrzeni mate-
matycznej i podstawowym zrédlem intuicji matematycznych. Przez ponad dwa
tysigce lat Elementy stanowily tez inspiracj¢ do dalszych dociekan more geome-
trico'* i niedo$cigniony wzorzec podrecznika''>. Euklides jest do dzisiaj ciagle
jeszcze najczesciej cytowanym nazwiskiem w matematyce.

18. Dalsze wplywy filozoficzne w matematyce greckiej

Jak starali$my si¢ pokazac, grecka matematyka wyrosta z filozofii i dtugo po-
zostawata w bliskim z nig zwiazku. Oprocz wczesniej wspomnianych miato to
takze inne jeszcze konsekwencje i o niektorych z nich teraz powiemy.

Najwazniejszg moze konsekwencja byto uznanie realnosci obiektow matema-
tycznych, a tym samym uprawomocnienie matematyki jako dziedziny zajmujace;j
si¢ obiektami realnymi, silnie zwigzanymi z otaczajagcym nas §wiatem. Byto to
wyrwanie matematyki z kregu dotychczasowych umiejetnosci praktycznych (Ba-
bilonia, Egipt) czy intelektualnych rozrywek (Chiny) oraz nadanie jej charakteru
wiedzy gteboko wnikajacej w $wiat realny. Przy czym dotychczasowa empirie,
tradycje czy naoczno$¢ zastgpit intelektualny namyst i1 krytyczna kontemplacja.
Byt to niewatpliwy awans tej wiedzy, ale miat on swojg ceng, ktorg stat si¢ nie-

12 Na $redniowiecznych uniwersytetach studiowanie Elementow nierzadko ograniczato si¢ do
dwoch pierwszych ksiag.

113 D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, Stuttgart 1987.

114 Por. B. Spinoza, Ethica ordine geometrico demonstrate, 1677.

115 Jak wspominat B. Russell, jeszcze pod koniec XIX w. Elementy Euklidesa byly w Anglii
jedynym aprobowanym podrecznikiem geometrii.
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chetny stosunek do praktyki, w tym do rachunkéw. W konsekwencji arytmety-
ka grecka rozwingta si¢ stosunkowo stabo i miata charakter kontemplacyjny. Za
cel stawiata sobie poznanie natury liczb i ich ukrytego znaczenia, bo przeciez
»elementy liczb sg elementami wszystkich rzeczy”, co w skrajnych przypadkach
prowadzilo na manowce numerologii.

Zacofanie greckiej arytmetyki jest wyraznie widoczne w utrzymywaniu si¢
archaicznych sposobow zapisywania liczb, co przedziwnie kontrastuje z cudow-
nie logicznym dziesi¢tnym sposobem nazywania liczb naturalnych. Rachunki
wazne w codziennym zyciu przeprowadzano na abaku (desce do rachowania),
a zapisywano tylko wyniki, rachunki za$ niezbedne w astronomii wykonywano
w sze§édziesigtkowym systemie liczbowym 1 w oparciu o babilonskie tablice (co
utrzymywato si¢ do Sredniowiecza). Zera nie znano.

Uznanie matematyki za wyrafinowang dziedzing intelektualng nadawato jej
silny rys elitarny i czynito z niej zajecie dla elit, co jednak ograniczalo jej role
kulturowg do ksztalcenia tych elit. Filozofia narzucita tez niektoére rozwigzania
szczegodtowe, np. pojecie nieskonczonosci potencjalnej wynikato z metafizyki
Arystotelesa, a jego wielki autorytet sprawil, ze zostalo powszechnie przyjete
(sekcja 13).

Arystoteles gtowny cel nauki upatrywal w docieraniu do istoty rzeczy. Tak
patrzyl na fizyke i na jej potrzeby rozr6znit ruchy naturalne (do i od $rodka $wia-
ta, utozsamianego ze $rodkiem Ziemi) i ruchy wymuszone. To rozréznienie lezy
u podstaw jego dynamiki a jego rozwazania w tym zakresie obywaty si¢ bez
matematyki''®. Arystoteles dzielit tez Swiat na dwie jakosciowo odmienne strefy,
ktorych granicg byta orbita Ksigzyca: Ziemig i jej otoczenie siegajace Ksiezyca,
czyli strefe sublunarng (podksiezycowa), oraz reszte Swiata z Ksiezycem wiacz-
nie, czyli strefe supralunarng (nadksiezycowa)"”. Swiat supralunarny uwazat za
idealny, miat si¢ on bowiem sktada¢ z cial, ktore z istoty swojej byly idealne
i ktorych ruchy byty takze idealne, czyli jednostajne po okrggach.

Z tych dwoch jego pogladow wynikato rozréznienie matematyki czystej i ma-
tematyki stosowanej. Ta pierwsza miata si¢ zajmowacé badaniem czystych idei,
natomiast ta druga zastosowaniami do nauk szczegdtowych o przyrodzie. Ponie-
waz przedmiotem nauk szczegdlowych jest zmiana, a matematyki — $wiat form
niezmiennych, przeto w $wiecie sublunarnym rola matematyki byta z natury rze-
czy ograniczona. Badanie naukowe nie mogto ograniczac¢ si¢ do matematycznego
opisu i matematyka nie mogla stuzy¢ za podstawe petnego wyjasnienia. Z tego
powodu matematyke Arystoteles cenit mato.

Inaczej rzecz si¢ miata ze strefg supralunarna, ktora tworzyty idealne ciata nie-
bieskie i obserwowane w niej ruchy byty idealne. Te ruchy nalezaty do istoty ciat

116" Arystoteles, Fizyka, [w:] Arystoteles, Dziela...
117 Arystoteles, O niebie, [w:] Arystoteles, Dziela wszystkie, t. 2, Warszawa 1990. Jego termino-
logia byta inna, mowit o strefie ,,dolnej” i ,,gornej”. Przytoczone w tekscie nazwy sa pézniejsze.
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niebieskich, a zatem w tej strefie matematyka byta w petni uprawniona. Poniewaz
wszelki ruch w sferze supralunarnej jest ,,nieskonczony, wieczny i ciagly”, to
,ruchem tym jest ruch kotowy”"'®. To przekonanie narzucito astronomii poglad —
nigdy wyraznie nie sformutowany, ale tak silny, Ze silnie zacigzyt na dalszym jej
rozwoju przez prawie dwa tysigce lat, ktory mozna nazwac dogmatem kotowym.
Zgodnie z nim ruch wszystkich ciat niebieskich, w tym planet, nalezy opisywac
za pomoca ruch6éw jednostajnych po okregach.

Najwigksza trudnos¢ dla takiego opisu przedstawiaja planety, ktore ,,bladza”,
tj. czasem przesuwajg si¢ zgodnie z kierunkiem ruchu sklepienia, a czasem prze-
ciwnie do tego ruchu. Pozostajac w zakletym kregu ruchow kotowych, astrono-
mowie greccy obmyslali skomplikowane systemy opisujace ruch planet. Najdo-
skonalszym z nich okazal sie system geocentryczny Ptolemeusza z IT w. n.e.'”,
z pewnymi modyfikacjami uzywany przez nastgpnych kilkanascie wiekéw az do
poczatku czasow nowozytnych. Przetamali ten dogmat dopiero Kopernik (1473—
1542), ktory odrzucit geocentryzm, za centrum §wiata uznajac Stonce, a Ziemi¢
przesuwajac na jego obrzeza i tworzac system heliocentryczny'®, co pozwolito
znacznie uprosci¢ system ptolemejski (Kopernik zachowal jednak jednostajne
ruchy kotowe), oraz Kepler (1571-1630), ktéry wprowadzit do opisu orbity elip-
tyczne i ruch niejednostajny.

Autorytet Arystotelesa byl ogromny i powszechnie uznawany, a te dwa jego
poglady — $wiat dwustrefowy i istotowy cel nauki — zostaly ostatecznie przeta-
mane dopiero w XVII w., w duzej mierze za sprawg Newtona. Newton uznat od-
krycie istoty grawitacji za niemozliwe, ale podat jej opis matematyczny!'?!, ktory
wystarczyt do opisania wszystkich ruchéw materii w obu greckich strefach swia-
ta, uniewazniajac tym samym podzial tego $§wiata na dwie strefy. Matematyka
wyszla z tej historii obronng reka, okazujac si¢ nie tylko uprawnionym, ale wrecz
niezbednym narzedziem opisywania i badania $wiata.

19. Dalsze dzieje matematyki greckiej

Wieki VII-IV p.n.e. byly okresem dojrzewania matematyki greckiej, kto-
rej imponujacy dorobek i dojrzaty pod ich koniec ksztatt zostalt podsumowany
w Elementach Euklidesa. Okres hellenistyczny, ktory zaczal si¢ wraz ze $mier-
cig Aleksandra Wielkiego w 323 r. p.n.e. i trwatl do aneksji Egiptu przez Rzym
w 30 r. p.n.e., byt poczatkowo okresem dalszego rozwoju matematyki, ale wkrot-
ce i jej dekadencji. W catym tym okresie kwitla i promieniowata Aleksandria,
intelektualna stolica 6wczesnego $§wiata.

118 Arystoteles, Fizyka, 261b, [w:] Arystoteles, Dziela...

9 Ptolemy s Almagest, red. G.J. Toomer, New Jersey 1998.

120 M. Kopernik, De revolutionibus orbium coelestium, Norymberga 1543.
121 1, Newton, Philosophiae naturalis. ..
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W Aleksandrii wyksztalcit sie Archimedes (287-212 p.n.e.), ale dziatat w ro-
dzinnych Syrakuzach. Jego osiggni¢cia matematyczne swoja glebig przekracza-
ja wszystko, co zrobili jego przednicy, a dwa jego traktaty fizyczne sg jedyny-
mi z tamtych czasow, ktére do dzisiaj zachowaty wartos¢. W swoich traktatach
matematycznych Archimedes wykazywal nadzwyczajne mistrzostwo i odwage
przekraczania ré6znych dotychczasowych barier. Z jego spuscizny zachowato si¢
kilkanascie traktatdéw matematycznych i kilka fizycznych, ale spora czgs¢ jego
dziet zagingta'”?. Powszechnie jest uwazany za jednego z najwigkszych geniu-
szy matematycznych $wiata (poréwnanie z nim wytrzymuja bodaj tylko Newton
i Gauss).

W 212 r. p.n.e. Rzymianie zdobyli Syrakuzy, a w czasie zwycigskiego sztur-
mu zginal Archimedes. Smieré¢ Archimedesa z reki rzymskiego zohierza miata
range symbolu. Rzym, ktory wkrotce zdominowat caty basen Morza Srodziem-
nego i zagarngl znaczng cz¢$¢ Europy (w tym potwysep iberyjski, Gali¢ z czgscia
Germanii 1 siggnat po Angli¢) oraz ogromne obszary Wschodu — stworzyt cywi-
lizacje wielka, ale byta to cywilizacja bez matematyki. Obdarzeni zmystem prak-
tycznym, Rzymianie nie mieli zrozumienia dla rozumowan abstrakcyjnych i ich
nie cenili. Na opanowanych przez nich obszarach dzialalno$¢ naukowa, w tym
matematyczna — gasta. Miedzy 1 a IV wiekiem zaznaczyli si¢ jeszcze Heron,
Ptolemeusz (tworca geocentrycnego systemu $wiata) 1 Diofantos, ale potem byty
juz tylko komentarze, redakcje dawniejszych tekstow i ich kompilacje, a takze
troska o przetrwanie upadku imperium. Wielka matematyka grecka przeszta do
historii. Ocalili j3 Arabowie, a potem wskrzesita Europa, ale na nowy okres roz-
woju matematyki trzeba byto czekaé ponad tysigc lat, az do poczatku czasow
nowozytnych.

Archimedes nie pozostawil zadnych dziel filozoficznych, ale zapoczatkowat,
samg tylko sila swojej tworczosci, trzecie, po Platonie i Arystotelesie, podejscie
do badan naukowych, a w szczegdélnosci do matematyki. Podejscie to cechuje
swoisty sceptycyzm metafizyczny, dla Archimedesa liczyty si¢ bowiem tylko fak-
ty (czyli dowiedzione twierdzenia), a nie metafizyczne komentarze i wyjasnienia.
Dzigki temu, ze jego tworczos¢ byta wolna od wptywow filozoficznych, stat si¢
on patronem tych wszystkich, ktorzy ida droga petnej autonomii matematyki'>.

12 Qcalate dzieta Archimedesa zostaly starannie wydane, zob. Archimedes, The Works of
Archimedes, Mineola-New York 2002. Dobre opracowanie jego dziel matematycznych zawiera
E.J. Disterkhuis, Archimedes, Princeton N.J. 1987. Ciagle jednak zdarzaja si¢ odkrycia niezwykte,
jak palimpsest zawierajacy niektore teksty Archimedesa uwazane za zaginione. Niedawne odkrycie
tego palimpsestu i jego odczytanie opisuje ksiazka: R. Netz, W. Noel, Kodeks Archimedesa. Tajem-
nice najstynniejszego palimpsestu swiata, tham. A. Jezewski, Warszawa 2007. Por. takze recenzjg
tej ksigzki: R. Duda, Reviel Netz, William Noel, Kodeks Archimedesa. Tajemnice najstynniejszego
palimpsestu swiata, ,, Wiadomosci Matematyczne” 2009, t. 45, s. 378-383.

123 Por. R. Duda, Trzy tradycje, [w:] Problemy filozofii matematyki i informatyki, red. R. Mu-
rawski, J, Wolenski, Poznan 2008, s. 11-22.
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»W calej historii nauki te trzy glowne tradycje powtarzaja si¢ nieustannie.
Czasem uczeni czynili aprioryczne wysitki skonstruowania $wiata i jego czesci
z idealnych matematycznych struktur stosowanych do zjawisk przyrody. Mamy
wtedy do czynienia z tradycja platonskq (bez wzgledu na to, czy dany maz byt
bezposrednio pod wplywem filozofii Platona czy jednej z wielu jego p6zniejszych
kontynuacji). W innych przypadkach naukowy dyskurs o naturze uznaje swe em-
piryczne podstawy. Tu jednak drogi si¢ rozchodza. Jezeli zjawiska przyrody sa
powigzane z metafizycznymi relacjami wyrazanymi przez przyczyny i skutki lub
inne koncepcje metaforyczne, jesteSmy bez watpienia w tradycji arystotelesow-
skiej z jej zasada eksperymentu i szukaniem przyczyn. Gdy jednak zjawiska te
sg powigzane przez relacje matematyczne o charakterze niemetaforycznym i bez
przyczynowych czy teleologicznych uwarunkowan, wtedy kroczymy po §ladach
Archimedesa”'?*,

Wptyw filozofii na matematyke grecka mial i ten skutek, ze nadzwyczajnie
rozwineta si¢ rozumowa geometria, natomiast arytmetyka, bliska pogardzane;j
przez filozofow praktyki — stabo. Okryto kilka faktow, ktore dzi§ naleza do kano-
nu teorii liczb (liczby pierwsze i ich nieskonczonos¢, algorytm znajdowania naj-
wiekszego wspdlnego dzielnika itp.), jednakze aporia niewymiernosci zachwiata
wiarg w potege liczb, potaczona zas z pogardliwag niechecia ludzi wyksztatco-
nych do zajmowania si¢ rachunkami, uwazanymi za domeng¢ kupcow i przedsie-
biorcow, spowodowata zanik zainteresowan arytmetycznych i skupienie si¢ na
geometrii. Geometria natomiast pociggata naocznoscig oraz klarownosciag zasad
1 procesow, a swoja moc przejawita w teorii stosunkow, ktora dostarczyta narze-
dzi do opanowania niewspotmiernosci na geometrycznym gruncie.

Ta nieche¢ do arytmetyki zdaje si¢ thumaczy¢ zdumiewajacy kontrast w jezy-
ku greckim mig¢dzy nazywaniem a zapisywaniem liczb naturalnych. Grecy mieli
cudownie klarowny system dziesigtny nazywania liczb. Liczby 1, 2, ..., 10 mia-
ty osobne nazwy, przechodzace potem do taciny i innych jezykow europejskich
(w tym polskiego, np. duo — dwa, treis — trzy, pente — pi¢¢). Nastepnie byty dzie-
sigtki 10, 20, ..., 90 i setki 100, 200, etc. Pozostate liczby byly sumacyjnymi
kombinacjami wymienionych.

Sposobow zapisywania liczb Grecy mieli w zasadzie dwa. Najpierw byty to
systemy akrofoniczne, tzn. wigkszo$¢ znakow dla wyroznionych w zapisie li-
czebnikow pochodzita od pierwszej litery stownej nazwy danego liczebnika, np.
w Attyce (kazda grecka polis miata wlasny system zapisu, ale czasem niewiele
sie¢ one od siebie rdznity), system byl addytywny pigtkowo-dziesigtny, a znaki
byly nastgpujace: na jednosci kreski (]), dziesiatki (A, deka), setki (H, hekaton),
tysiace (X, chilioi) 1 dziesiatki tysiecy (M, mirioi), a do uproszczania zapisow
stuzyt dodatkowy znak IT oznaczajacy 5 (pente). Ale juz w V w. p.n.e. pojawil si¢

124°0. Pedersen, Konflikt czy symbioza..., s. 53-54.
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system jonski, ktory wypart poprzednie i byl uzywany do konca greckiej cywili-
zacji, a nawet i pozniej. Byt to system literowy, w ktoérym kazda z liczb 1, 2, ...,
9,10, 20, ...,90, 100, 200, ..., 900 byta oznaczana osobna litera alfabetu (w tym
celu wprowadzono dwie dodatkowe litery, w piSmie nie uzywane), poczynajac
za$ od 1000, 2000, ... oznaczenia si¢ powtarzaty z akcentem na odpowiedniej li-
terze. np. liczbe 3677 zapisano by w tym systemie tak: ‘yxo('?. Byl to wiec zapis
znacznie bardziej oszczgdny od poprzednich, co thumaczy jego powodzenie, ale
z punktu widzenia arytmetyki byt to krok wstecz. Powszechnos¢ systemu jon-
skiego $wiadczy o catkowitym zdaniu si¢ w rachunkach na abak (desk¢ rachun-
kowa), w roznych wersjach uzywany do XX w., a w szczegolnosci o catkowitym
braku algorytmow pisanych dla rachowania (te pojawily si¢ dopiero pod koniec
sredniowiecza w zwigzku z upowszechnieniem cyfr arabskich i zapisu dziesiet-
nego). Przejscie od dziesigtnego nazywania do dziesietnego zapisywania doko-
nato si¢ ostatecznie dopiero w Europie u progu czaséw nowozytnych, w wyniku
upowszechnienia cyfr tzw. arabskich, 1 stanowito wybitny czynnik sprzyjajacy
rozwojowi nowozytnej arytmetyki, a pozniej i algebry, ktéra wyrosta wkrotce
na duzg i wazng galaz matematyki. Zapatrzeni w swojg geometri¢ Grecy nie do-
strzegli tej mozliwosci, dla Europy byto to natomiast kolejne otwarcie puszki
Pandory.

20. Podsumowanie

Wieki VII-IV p.n.e., w ktorych Grecy uksztattowali swoje widzenie matema-
tyki, byty przelomowe dla tej dziedziny wiedzy. Wymienimy teraz najwazniejsze
cechy tego przetomu.

Grecy przejeli dorobek intelektualny Babilonczykow i Egipcjan, wyrdznili
w tym dorobku pewna jego cze$¢ i nadali jej nazwe matematyka. Podzielili mate-
matyke na cztery czgsci — arytmetyka, muzyka, geometria, astronomia — i uznali
je za wazng wiedze. Czgsci te, objete pdzniej tacinska nazwa quadrivium, weszty
do kanonu obowigzkowego ksztalcenia na sredniowiecznych uniwersytetach.
Grecka matematyka wyrosta z ich filozofii, a impulsem, dzigki ktoremu od po-
czatku miata swoiste rysy, byto przejscie na wyzszy poziom ogolnosci, polegaja-
cy na rozwazaniu nie pojedynczych obiektoéw, ale ich klas (rodzajow). Takie kla-
sy, jak np. klasa trojkatow rownoramiennych, ktora rozwazat juz Tales, stanowily
tres¢ nieznanych wezesniej poje¢ ogolnych. Chociaz po wyr6znieniu jej osobng
nazwg matematyka grecka zyskala autonomie, jej zwiazki z filozofig pozostaty
silne, a odnoszace si¢ do niej pytania filozoficzne, w tym pytanie o sposob istnie-
nia obiektéw matematycznych (sekcja 16), byty dla niej wazne i miaty wptyw na
jej dalsze dzieje.

125 Por. Vademecum historyka starozytnej Grecji i Rzymu, t. 1-2, red. E. Wipszycka, Warsza-
wa 2001.
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Problem, czym sa pojecia ogolne i jaki jest ich stosunek do realnego $wiata,
grecka filozofia podjeta i data dwie odpowiedzi. Wedtug Platona sg one ideami
istniejgcymi realnie i samoistnie, poznawalnymi czysta mysla, a $wiat realny jest
ich niedoskonatym odbiciem. Wedtug Arystotelesa sa one ideami, ale nie maja
samoistnego bytu, sg bowiem jedynie cechami obiektow realnych, a wigc wpraw-
dzie istniejg realnie (jako cechy obiektow realnych), ale nie istnieja samoistnie.
Obie odpowiedzi, w filozofii nazywane realizmem pojeciowym, stanowily silne
uzasadnienie dla zajmowania si¢ matematyka i do dzisiaj zachowaly znaczenie.

e) Na poczatku greckiej matematyki punktem wyjscia bywal problem ma-
jacy zwykle charakter hipotezy, Rozstrzygnigcie takiej hipotezy wymagato nie-
znanych wczesniej sposobow uzasadniania. Chociaz te nowe sposoby miewaty
(zwlaszcza poczatkowo) charakter naoczno-pogladowy, to samo ich pojawienie
sie sprawilo, ze byta to juz matematyka odmienna od babilonskiej czy egipskiej,
cho¢ na poczatku jeszcze niezupeknie $cista. Te pierwsze rozstrzygnigcia dtugo
byly traktowane jako podlegajace dalszemu ogladowi i nieostateczne. Rozstrzy-
ganie opierato si¢ na dedukcji, traktowanej jako niepodwazalna zasada poprawne-
go rozumowania (sekcja 8): jesli p i z p wynika ¢, to g. Grecy te zasade nie tylko
wyro6znili, ale i poddali krytycznej analizie, zapoczatkowujac nieznang wczesniej
logike, czyli naukg poprawnego rozumowania.

Postugiwanie si¢ pojgciami ogdlnymi i myslenie dedukcyjne wylonity potrze-
be¢ definiowania pojeé, przestanki rozumowania dedukcyjnego musialy bowiem
by¢ wyrazne. Charakterystyczne dla greckiej filozofii poszukiwanie poczatku
kazdej wiedzy wplynely na dazenie greckich matematykow do poszukiwania
pierwszych zasad, z ktéorych mozna wyprowadzi¢ catg matematyke. Zasady te
wyrdzniano nazwami aksjomaty i postulaty. Aksjomaty byly sadami ogélnymi,
ktére uznawano za oczywiste i ogdlnie prawdziwe, natomiast postulaty byly
sadami specyficznymi, przyjmowanymi umownie na poczatku rozwazan bez
uzasadnienia (taki charakter miat Postulat Rownoleglosci Euklidesa). Pozostate
sady matematyczne byly twierdzeniami majacymi dedukcyjne dowody w opar-
ciu o wyrdznione aksjomaty i1 postulaty. Sady takie taczono w teorie ztozone
z ogolnych pojec i twierdzen powiazanych dedukcyjnymi wigzami wewnetrznej
koniecznosci. Grecy stworzyli kilkanascie teorii matematycznych.

Bogatym zrodtem probleméw matematycznych byta nadal empiria, jednak-
ze $wiat poje¢ ogolnych i dedukcyjnego rozumowania umozliwit dostrzezenie
nieznanych wczesniej i niemozliwych do dostrzezenia w pierwotnym kontekscie
empirycznym zjawisk i problemow, np. zjawiska niewymiernosci czy problemu
nieskonczonosci. Duza role w greckiej geometrii odgrywaty wczesniej nieznane
konstrukcje. Wigkszo§¢ dowodow twierdzen geometrycznych polegata na kon-
strukcyjnym przeksztatcaniu wyjsciowych figur z pomocg cyrkla i liniatu. Nie-
ktore poszukiwane konstrukcje okazaty sie tak trudne, ze staly si¢ problemami
(por. problemy delijskie) 1 wysitki zmierzajace do ich znalezienia silnie wptynety
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na rozwoj matematyki. Podstawowymi przyrzadami konstrukcyjnymi byt liniat
(bez zaznaczonych punktoéw, pozwalajacy jednak taczy¢ dwa dowolne punkty od-
cinkiem) oraz cyrkiel (pozwalajacy kresli¢ tuki i cale okregi). W zwiazku z kon-
strukcjami pojawita si¢ idea doktadnosci (konstrukcja musiata by¢ jednoznaczna,
doktadna), przyblizen nie uznawano.

Duza role w rozwoju greckiej matematyki odgrywaty aporie (problemy, trud-
nosci) powstajace wowczas, gdy w odpowiedzi na jaki$ problem (np. czy Achil-
les dogoni zo6twia) formutowano dwie sprzeczne odpowiedzi. Aporie rodzity
ferment 1 stanowity wyzwanie. Przezwyci¢zenie aporii dodawato wiary w sile
rozumu i otwierato nowe horyzonty. Aporia niewymiernosci spowodowata kry-
zys matematyki greckiej. Przezwyciezono go budujac matematyke rygorystyczna
(a nie hipotetyczng), oparta na wyraznych aksjomatach i postulatach oraz Scistej
dedukcji. Dopiero po tej przebudowie hipotetyczne wczesniej twierdzenia zyska-
ly status twardych faktow.

Aporia niewymierno$ci miata tez inne skutki. Jednym z nich byto uznanie, ze
rozumowanie, ktore do niej doprowadzito, jest w istocie nowym rodzajem dowodu,
opartym na zasadzie: jesli z p wynika non p, to non p (tzw. dowdd a contrario).
Ten nowy rodzaj dowodu istotnie wzbogacit grecka matematyke i logike, jest tez
do dzisiaj z powodzeniem stosowany. Jeszcze innym jej skutkiem byto zbudowa-
nie geometrycznej teorii stosunkow, ktora pozwolila na $ciste traktowanie niewy-
miernosci na gruncie geometrii. Teoria ta, dlugo niedoceniana, przyczynita si¢ do
powstania w XIX w. wspotczesnych teorii liczb rzeczywistych. Aporia nieskon-
czonos$ci doprowadzita do rozréznienia nieskonczonosci potencjalnej (rozwazamy
jedynie obiekty ograniczone i klasy skonczone, dopuszczamy jednak nieograniczo-
ne ich powiekszanie) i nieskonczonosci aktualnej (nieskonczonos$ci in toto). Pod
wplywem Arystotelesa uznano, ze matematykom wystarcza ta pierwsza. Nieskon-
czono$¢ aktualna prawo obywatelstwa zyskata dopiero w czasach nowozytnych.

Intensywna praca umystowa kilku stuleci, czerpigca inspiracj¢ z réznych szkot
filozoficznych (Jonowie, pitagorejczycy, eleaci, atomisci i inne), wewngtrznej
dynamiki matematyki oraz probleméw realnego §wiata, nagromadzila ogromng
ilo$¢ materiatu i doprowadzita do wienczacej ja syntezy w postaci Elementow
Euklidesa (sekcja 17). Dzieto to ustalito obowigzujacy do dzisiaj wzorzec teorii
naukowej. Opisana w Elementach Euklidesa geometria euklidesowa zajmuje do
dzisiaj wyr6zniong pozycj¢ w matematyce. Jest to najwazniejsza z naszych geo-
metrii i zrédto podstawowych intuicji.

Apogeum matematyka grecka osiggneta w twoérczosci Archimedesa. Potem
zaczal si¢ jej uwiad, na co duzy wptyw mialy zmiany polityczne. Smier¢ Ar-
chimedesa z r¢ki rzymskiego zotnierza ma range symbolu: cywilizacja rzymska
byta wielka, ale obywala si¢ bez matematyki. Matematyka grecka w porownaniu
ze swoimi poprzedniczkami w Babilonii i Egipcie stanowita catkowicie nowa
jako$¢, a jej oryginalne cechy charakterystyczne — pojecia ogdlne, definiowa-
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nie, dowodzenie, aksjomaty i postulaty, twierdzenia, teorie — zostaly przyswo-
jone przez calg nauke. Po upadku w starozytno$ci przetrwala ona w cywilizacji
arabskiej i odrodzita si¢ w $redniowiecznej Europie, nowy za$ okres rozkwitu
nastapil dopiero w czasach nowozytnych.

Odrodzenie matematyki w $sredniowiecznej Europie zaczgto si¢ od przyswo-
jenia dorobku greckiego i matematyka europejska byta dlugo tylko jej kontynu-
acja (podobnie jak wczesniej arabska). Pojawit sie wtedy nominalizm (trzecia
wielka odpowiedz na problem istnienia obiektow matematycznych, odmawiajaca
tym obiektom realnego bytu), a istotnie nowe idee, w tym rachunek rézniczkowy
i catkowy Newtona i Leibniza pojawity si¢ dopiero w wieku XVII i od tej pory
jest to juz matematyka nowa, rozwijajaca nowe tresci. Pozostaje ona jednak za-
korzeniona w matematyce greckiej i uznaje jej podstawowe kanony.
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